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Résumé. — Nous montrons que le symbole modulaire (0, c0), vu comme élément du
dual de la cohomologie complétée, interpole en famille le systéme d’Euler de Kato, et
nous en déduisons une factorisation du systéme de Beilinson-Kato comme un produit
de deux symboles (0, 00) (un avatar algébrique de la méthode de Rankin). La preuve
utilise la correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(Qyp) et la facto-
risation d’Emerton de la cohomologie complétée de la tour des courbes modulaires,
dont nous donnons une preuve nouvelle reposant sur la construction d’un modéle de
Kirillov pour la cohomologie complétée, et que nous raffinons en imposant des condi-
tions aux points classiques; 'existence d’un tel raffinement traduit une propriété
d’analyticité des périodes p-adiques de formes modulaires.

Abstract. — We show that the modular symbol (0, c0), considered as an element
of the dual of Emerton’s completed cohomology, interpolates Kato’s Euler system at
classical points, and we deduce from this a factorisation of Beilinson-Kato’s system
as a product of two symbols (0,00) (an algebraic analog of Rankin’s method). The
proof uses the p-adic local Langlands correspondence for GL2(Qp) and Emerton’s
factorization of the completed cohomology of the tower of modular curves for which
we provide a new proof resting upon the construction of a Kirillov model for the com-
pleted cohomology, and which we refine by imposing conditions at classical points;
the existence of such a refinement is a manifestation of an analyticity property for
p-adic periods of modular forms.
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Introduction

Le point de départ de cet article était ’espoir que I’on pouvait expliquer 'apparition
d’un produit de deux valeurs spéciales de fonctions L dans les formules explicites
lices au systéme d’Euler de Kato (ce produit de deux valeurs est ce qui sort de la
méthode de Rankin) par une factorisation du systéme de Beilinson-Kato comme un
produit de deux symboles modulaires (0, c0), chacun fournissant une des deux valeurs
spéciales de fonctions L. C’est ce que nous prouvons, mais cela demande d’interpréter
correctement les termes en présence.

0.1. La factorisation de la cohomologie complétée

0.1.1. La cohomologie complétée. — Soit L une extension finie de Q, d’anneau des
entiers O, et corps résiduel kr, et soient A (resp. Aleel, A]‘X”p[) I'anneau des adéles
(resp. adeéles finis, resp. adéles finis sans la composante p-adique) de Q et i, 717l les
anneaux des entiers de Al>°l, Al*?[ On note & I’ensemble des nombres premiers.
Notons G le groupe GLs et (z,), les composantes de z € G(A) (avec v € PU{o0}).
On dispose d’actions de G(Q) et G(A) sur les fonctions ¢ : G(A) — L définies par

(v ¢)(x) = (v '), siy € G(Q), (9%0)(z) = ¢(xg), sig € G(A).

Ces deux actions commutent, ce qui fait que, si X est un espace de fonctions stable
par ces deux actions, les groupes H'(G(Q), X) sont munis d’une action de G(A).
Parmi les espaces X possibles, mentionnons les espaces € D €® > LA S LP, ou

% (G(A),L) :={¢: G(A) —» L, ¢ continue}

P (G(A), ) = {¢ € €(G(A), L), ¢ localement lisse pour I'action de G(Z"1)}
LA(G(A), L) := {¢ € P (G(A), L), ¢ localement analytique en ,}
LP(G(A),L) := {¢ € €'V (G(A), L), ¢ localement algébrique en z,}

Remarque 0.1. — (i) Comme L est totalement discontinu, les ¢ ci-dessus se fac-
torisent par G(A)/G(R)4, ou G(R)4 est la composante connexe de 1 € G(R); la
composante archimédienne n’intervient donc qu’a travers le groupe de ses composantes
connexes {£1}.

11 s’ensuit que les HY ne sont pas des groupes trés passionnants car une fonction
invariante par G(Q) et G(R)" se factorise par le déterminant (plus exactement, par
A]‘”[’*/Q*Rj = 2*) Par contre les H'! sont des groupes trés intéressants, et les H?,
pour i > 2, sont nuls.

(ii) Soit I" := SLy(Z). Le lemme de Shapiro fournit un isomorphisme

H'(G(Q),¢"(G(A),L)) = H'(I, ¢ (G(Z), L)) = L @¢, H'(T, 4" (G(Z),6L))
Par ailleurs,

<g(p)(([;,(2)7 Op) = li—r)n(N}p)zl lim, (h_n;n € (G(Z/Np™), ﬁL/pk))
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et le lemme de Shapiro, couplé avec les théorémes de comparaison “cohomologie du
m1-Betti” et “Betti-étale”, fournit des isomorphismes

H' (T, ¢(G(Z/Np"), O /p*)) = Hy (Y (Np")(C), O /p") = Hg (Y (Np")g, O /p")

o Y(M) est la courbe modulaire de niveau M (connexe sur Q mais pas géométrique-
ment connexe). Cela munit les H' d’une action de Gq := Gal(Q/Q), et permet de
montrer que H'(G(Q), €™ (G(A), L)) est la cohomologie complétée d’Emerton [25].

(iii) On a aussi, si C' est un corps algébriquement clos, complet pour la valuation

p-adique,
HY(G(Q),¢(G(A), 61)) = H}, oot (Y (0)c, L)
H'(G(Q). ¢ (G(A), 1)) = Hyou (Y (0)¢), 01)
ou H} oo (Y(0)¢, O1) est la cohomologie proétale géométrique de la courbe perfec-

toide ¥ (0) obtenue en complétant la tour des courbes modulaires de tous niveaux [62]
tandis que }7(0)(1’) est la limite projective pour (N, p) # 1 des ?(Npoo), ol }A/(Np‘x’)
est la complétée de la tour des courbes modulaires de niveaux Np”, pour n € N
(i.e. on compléte uniquement en p). Cette interprétation, qui nous sera trés utile, a
déja été utilisée avec profit par Pan [51].

(iv) On peut montrer que H'(G(Q), %P (G(A), L)) est 'ensemble des vecteurs
G(i]p[)—lisses de H'(G(Q), ¢ (G(A), L)) (ce n’est pas une tautologie : le méme énoncé
pour la restriction des scalaires de K 4 Q de GL; équivaut a la conjecture de Leopoldt
pour K).

(v) On a HY(G(Q),LP(G(A),L)) = L ® H(G(Q),LP(G(A),Q)) et la théorie
d’Eichler-Shimura exprime C ® H'(G(Q), LP(G(A), Q)) en termes de formes modu-
laires classiques. De maniére analogue :

e Les espaces C,0,H'(G(Q), € (G(A),L)) et C,&,H(G(Q), ¢ (G(A),L))
sont reliés aux formes modulaires p-adiques (cf. th. pour un tel lien).

¢ C,®.H'(G(Q),LA(G(A), L)) est reli¢ aux formes modulaires p-adiques surcon-
vergentes |51, [52].

0.1.2. Le module H'[pr]. — Notons Gq, le groupe de Galois absolu de Q. On fixe
un plongement Q < Q,, et donc une injection Gq, < Gq.
Fixons N premier a p. Soient

L(Np™) := G(Z) N (1 + NM,(Z?l))
HY(N) := HY(G(Q), ¢(G(A)/T(Np™), 61)) € H(G(Q), € (G(A), O1))

(On a aussi H'(N) = Hrl)mét(?(Npoo)c, 0r), et f[l(l\/f\) est stable par Gq.)
On note T(Np™) l'algébre de Hecke agissant sur H'(IN) (engendrée par les opé-

rateurs de Hecke Ty, pour £ 1 Np); c’est une algébre semi-locale. On fixe un idéal
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maximal m de T(Np*>°) et on note T le localisé T'(Np™), ; c’est une algébre locale
d’idéal maximal m et, quitte a agrandir L, on peut supposer que 7'/m = kj,. Soit

2 = Spec(T)(0r)

On dispose d’un pseudo-caractére tn, : Gq — 7', de dimension 2. On suppose que m
est non-eisenstein (i.e. la réduction modulo m de ty, est la trace d’une représentation
absolument irréductible) ; il existe alors une représentation pp : G — GL2(T) dont
la trace est ty,.

Six € 27, on note p, 'idéal premier de T qui lui correspond et p, la spécialisation
de pr en x (i.e. la représentation (T/pm)[%] @7 pr). On dit que = est classique, si p, est
la représentation associée a une forme modulaire f primitive de poids > 2 a torsion
prés par une puissance entiére du caractére cyclotomique. Les points classiques sont
zariski-denses dans la fibre générique de 2 .

Soient S I’ensemble des nombres premiers divisant Np et Gq,s le groupe de Galois
de Pextension maximale de Q, non ramifiée en dehors de S. Alors pr se factorise a
travers Gq s et, si N est suffisamment divisible par les £ € S\ {p}, les théorémes
« big R = big T » identifient T" & I’anneau des déformations universelles de pp et
pr : Gq,s = GLy(T') a la déformation universelle (cf. [6] et [27], §7.3]).

Le localisé H'(N)y de H'(N) est un facteur direct de H!(N). On note H'[pr] le
sous-T'[G(A)]-module de H'(G(Q), € (G(A), 01,) qu’il engendre. On cherche & décrire
H'[p7] en tant que T[Gq x G(Al*®)]-module.

0.1.3. La factorisation. — Soit pS. = Homyp(p,T). Via les correspondances de Lan-
glands locales p-adiques en famille, on sait associer & p7, pour tout ¢ € &, une
T-représentation IT;(p5) de G(Qq) :

e Si ¢ # p, la représentation que nous utilisons est une variante de celle fournie
par la théorie d’Emerton-Helm [28]; c’est un T-module sans torsion, muni d’une
action lisse de G(Qy), et si x € 27, alors (T'/p,) @7 II,(pS) est (génériquement) un
réseau de II!(p¥), ott TI§(p%) est la représentation lisse de G(Qy) associée a p* via la
correspondance de Langlands locale classique.

o Si ¢ = p, lexistence de II,(p$) est une conséquence de la fonctorialité de la
correspondance de Langlands locale p-adique [13}, [43], 53]. La représentation II,(p%)
est la boule unité d’un L-banach, et est munie d’une action continue de G(Q,). En
tant que T-module, c’est un T-module « de torsion » au sens ou la T-torsion est
dense dans II,(p3) (si x € 2, le sous-module de p,-torsion de II,(p%) s’identifie &
un réseau de II,(p%), ot II,,(p%) est la représentation unitaire de G(Q,) associée & p}
via la correspondance de Langlands locale p-adique).

On définit TI(p$.) comme le produit tensoriel extérieur restreint des IIy(p$), pour

e P.Sixn’est pas trop pathologique (n°[3.1.2 et th.|3.34), alors
(L @0, L(p7)) Ipa] = Iy (p3) © (@i 1IE (0))
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La représentation pr n’est bien déterminée qu’a multiplication prés par une unité
de T', mais la fonctorialité de la correspondance de Langlands locale p-adique et le
passage au dual font que pr @1 II,(p%) ne dépend pas du choix de pr (de la méme
maniére que pg @7 pr = Endr(pr) n’en dépend pas).

Théoréme 0.2. — Si m est non-eisenstein, il existe un isomorphisme naturel,
T[Gq.s x G(Al®D)]-équivariant :

vz pr @1 W(p7)[3] = L ©e,, H'[pr]

Remarque 0.3. — (i) Si m est générique (i.e. non-eisenstein et la restriction de pp a
Gq, pas de la forme ((1) (1)) ®¢), nous obtenons un isomorphisme au niveau entier :

ur s pr @r W(p) = H' [pr]

Si m est non-eisenstein et si la restriction de 5 & Gq, n’est pas de la forme (§ 1) ®§,
Emerton [27, th.6.2.13] a montré 'existence d’un isomorphisme “abstrait” au niveau
entier entre les deux membres a ceci prés que notre action de G(A) et celle d’Emerton
différent de g — tg~!, et donc que le membre de gauche est pr@7I1(pr) chez Emerton.

(ii) Notre preuve est trés différente de celle d’Emerton et fournit un isomor-
phisme bien déterminé. Elle repose sur la construction de modéles de Kirillov pour
les deux membres, & valeurs dans ¢'(Al®°M* T @z A7), ou T = Homg, (T, O1) et
A~ = A/A*, avec A = W(C?) et At = W(0%) (Papparition de A~ est un peu
surpenante vu qu’il n’entre nulle part dans la définition des deux membres ; voir les
n°s et pour les détails de cette apparition). Une fois ces modéles de Kirillov
construits, la stratégie consiste & prouver que :

o Hawt : pr Q7 II(pS) — %(A]C’o[’*,T @z, A*) est une isométrie sur son image
(quasi-tautologique vu la définition de II(p%)). B

e (dans le cas générique) #y : H[pr] — € (AI®°l* T ®7 A~) est une isométrie
sur son image (délicat : utilise de la théorie de Hodge p-adique entiére et des théorémes
de multiplicité 1 modulo p qui font défaut dans le cas non générique — la preuve de
ce cas (th.[13.13) est plus alambiquée et donne un résultat moins précis, i.e. on est
forcé d’inverser p).

e Les images des vecteurs localement algébriques des deux membres sont les mémes
(cf. diag. 7 qui repose sur des formules explicites pour les théorémes de comparai-
sons “de Rham-étale p-adique” pour les formes modulaires).

On conclut alors en utilisant la densité des vecteurs localement algébriques des
deux membres.

1. Sip = 2, il faut aussi supposer que cette restriction n’est pas irréductible, mais cette condition
doit pouvoir s’éliminer avec un peu plus d’efforts.



6 PIERRE COLMEZ & SHANWEN WANG

Remarque 0.4. — (i) On déduit du théoréme, pour = € £ pas trop pathologique,
un isomorphisme naturel :

pe ® (y(p3) @ (@gy TIF (07))) = (L @6, H'[pr])[pa)

qui a pour conséquence 1’énoncé suivant, peut-étre plus parlant :
(0.5) Homag (par L @0, Hpyrot (Y (0)E), 61)) 2 T (p3) © (g, T (03))

(ii) Selon la conjecture de compatibilité local-global d’Emerton [26] conj.1.1.1]
I’isomorphisme devrait étre valable pour toute représentation de dimension 2
de Gq, impaire, absolument irréductible, non ramifiée en dehors d’un nombre fini de
nombres premiers.

0.2. Modéles de Kirillov

0.2.1. Le modéle de Kirillov de la cohomologie complétée. — Le modéle de Kirillov
JHy pour H[pr] est la restriction d’un modéle de Kirillov pour Héroét(Y(O)c, Or) =
0L ®z, H;roét(?(O)c,Zp). On note T l'algébre de Hecke qui agit : c’est la limite
projective des algébres de Hecke de tous les niveaux finis et elle agit a travers son
quotient T sur H'[pr].

. N .- . 1
On construit le modeéle de Kirillov pour H ¢

(Y(0)c, Z,) en restreignant les
classes de cohomologie a une composante connexe du voisinage multiplicatif 7 (0)¢e
de la pointe co — une boule ouverte perfectoide — et en utilisant une description de la
cohomologie proétale de la boule ouverte perfectoide (formules et )

La boule ouverte est une réunion croissante de boules fermées et, si By, est une
boule fermée perfectoide, on a H;mét (Boo, Zp) = W((0(Bx)?)/(¢—1). Le membre de
droite se calcule facilement et fournit, en passant a la limite, une injection naturelle
de la cohomologie proétale de la boule ouverte perfectoide dans Hz‘>0, vy (1)=0 A*di ol
q= [qb] et g est la coordonnée locale usuelle sur le lieu multiplicatif de la courbe
modulaire de niveau 1.

En prenant le terme correspondant & 7 = 1, composé avec la restriction au voisinage
de la pointe oo, cela fournit une fleche naturelle o : HJ o (Y(0)c, Z,) — A~ Cest

de 1a que sort le A-. Ensuite, on pose

(K@), ) =a((§9) M), sive Héroét(f/(O)c,Zp), siz e Al®b* et si A e T.

Ce modele de Kirillov n’est que G'q,-équivariant car le voisinage multiplicatif de co
n’est défini que sur Q.

Remarque 0.6. — (i) Le point délicat est de prouver que ce modeéle de Kirillov
est injectif sur H'[py] (aprés avoir symétrisé¢ sous laction de Gq pour perdre le
moins d’information possible). Nous utilisons deux approches de domaines de validité
différents :

2. Ceci demande que C soit sphériquement complet.
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e La premiére approche utilise la théorie de Hodge p-adique entiére, et permet
de prouver linjectivité en restriction au localisé en un idéal maximal générique (et
méme mieux, on obtient une isométrie sur l'image (th. comme il est mentionné
ci-dessus).

e La seconde approche utilise la description des vecteurs (1 Zp

01
C@H&roét(Y(O), Z,) (ce groupe peut se calculer en termes de la cohomologie proétale

)—invariants de

du faisceau & grace au théoréme de comparaison primitif de Scholze [62] th.IV.2.1],
ce qui est aussi le point de départ des travaux de Pan [51], [52] dont nous nous sommes
inspirés). Cette seconde approche permet (th. de prouver l'injectivité sur tout
sous-espace fermé W, stable par T, Gq et G(AI>D), tel que Wlp,] # 0 implique
que p, est irréductible et 'opérateur de Sen de la restriction de p, a Gq, n’est pas
scalaire. (On peut supprimer cette derniére condition par “prolongement analytique”,

cf. preuve du th.[13.13])

Un sous-produit de la seconde approche est le théoréme de décomposition de Hodge-

Tate suivant (th.[11.2] prop.[11.6| et rem.[11.7)) inspiré par les travaux de Pan [51] et

Howe [40]. Soient U = ((1) Zf’) et B = (ZO” ;Z ). On note Ig(0) la complétion de la

tour d’Igusa de tous niveaux. L'espace ¢(Ig(0)/U),. qui apparait dans le théoréme
ci-dessous est ’espace des formes modulaires p-adiques de poids k.

Théoréme 0.7. — On a une suite ezacte G(AI*®?) x B(Z,) x Gq, -équivariante :
0= H'(V(0)c/U) = CBHroee (Y (0)c, 2p))” — O(1z(0)8/U)(=1) = 0

De plus, si k est un caractére continu de B, avec Ii((g g)) = k1(a)ka(d), et si on passe
auzx vecteurs k isotypiques, la suite reste exacte et l'opérateur de Sen sur le membre
de gauche (resp. de droite) est la multiplication par —w(kg) (resp. =1 — w(k1)).

Remarque 0.8. — (i) L’injectivité du modéle de Kirillov pour H'![pr], couplée aux
propriétés de la correspondance de Langlands locale p-adique pour G(Q,), permet de
prouver directement un certain nombre de résultats qu’Emerton déduit de sa factori-
sation de la cohomologie complétée (comme la compatibilité avec la correspondance
de Langlands locale classique [27] § 7.4] ou la conjecture de Fontaine-Mazur pour les
représentations pro-modulaires [27] th.7.1.1], cf. th.[12.6) et [12.8).

(ii) L’approche d’Emerton fait grand usage d’un résultat de Berger-Breuil [4], spé-
cifique & G(Q,), a savoir l'irréductibilité, si p est cristalline & poids de Hodge-Tate
distincts, du complété universel de la représentation localement algébrique de G(Q,)
associé a p par la correspondance classique (modifiée pour encoder les poids de Hodge-
Tate). Par contraste, notre preuve de la factorisation de la cohomologie complétée
n’utilise pas cette irréductibilité.

0.2.2. Le modéle de Kirillov de pr @7 I(p%). — 11 est clair que A~ ne peut sor-
tir que de IL,(pr) car si £ # p, y(pr) est, par construction, un sous-module de
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LC(Q}, Z[py] ®z T), ou LC désigne 'espace des fonctions localement constantes
(i.e. on identifie I;(pr) a son image par le modéle de Kirillov o : Iy(pr) —
LC(QY, Zlptge] 97 T)).

Maintenant, si V' est une représentation de Gq,, de dimension 2, et si IL, (V) est
la représentation unitaire de G(Q,) qui lui est associée, on a une suite exacte P(Q,)-
équivariante [13], cor.II.2.9]

0= (A WV)T/(AT @) SIL,(V) = J(V) =0

ot J(V) est de dimension finie et fixe par (é le ) (un analogue p-adique du module de
Jacquet). Le membre de gauche s’injecte dans (A~ @ V)2 et on montre (prop.[2.12)
que cette injection s’étend de maniére unique P(Q,)-équivariante a I, (V). Cela four-
nit une injection naturelle I, (p$) — A~ ® pi., ou pk est le Or-dual de pr (ce passage
du T-dual au €p-dual est dii & la maniére dont on définit II,).

On en déduit une fleche naturelle 5 : ppr ® IL,(pS) — A*, puis un modéle de

Kirillov v = £, , pour pr @ I,(p7), & valeurs dans €' (Qy, A~ ®T) en posant
(Hpo(@), ) =B((89)- M), sizeQietsireT.

Le mode¢le de Kirillov J#4 ¢ est obtenu en prenant le produit tensoriel extérieur res-
treint des J#; puis en prenant un réseau bien choisi (on demande que la réduction
modulo my, ait un socle générique et irréductible).

0.2.3. Les vecteurs localement algébriques. — Emerton [25] (4.3.4)], [26] th.7.4.2],
a prouvé que les vecteurs algébriques de la cohomologie complétée proviennent de
formes modulaires classiques : on a

H'(G(Q),¢'(G(A),L))™ = H'(G(Q),LP(G(A), L))

Il a aussi prouvé que les vecteurs G(Z,)-algébriques sont denses |27}, prop. 5.4.1] (voir
aussi la prop. ; c’est aussi le cas des vecteurs localement algébriques de poids
fixé.

Soit 7 une L-représentation localement algébrique de G(AJ*®l), absolument irré-
ductible, telle que

me(m) == Hom(m, H'(G(Q), ¢"(G(A), L)))

soit non nul (si 7 n’est pas de la série principale, c’est une L-représentation de Gq, de
dimension 2; il y a une bijection entre I’ensemble des m comme ci-dessus et celui des
twists f®Z(j) des formes modulaires primitives, les séries d’Eisenstein correspondant
aux 7 de la série principale).

La compatibilité entre les correspondances de Langlands locales classique et p-
adique et un théoréme de Carayol [8] fournissent un isomorphisme abstrait = =
(g (7)*)*8, si mgg () est de dimension 2. On peut fixer cet isomorphisme en utili-
sant un générateur naturel ¢y, du second terme du gradué de Dgg (mg(7)*) fourni par
le théoréme de comparaison pour les formes modulaires et la dualité avec le premier
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terme du gradué pour la représentation duale (cf. n°7.2.8)), ainsi que la description du
modéle de Kirillov des vecteurs localement algébriques de II,(V) si V est de Rham

(n°f2.3.1] et formule (2.9))).

Par ailleurs, si mY () est un réseau de mg(m) obtenu par spécialisation de pr,

alors mg, () ® II(mY, (m)*) s’injecte naturellement dans pr ®r I(p%) (ici encore,
T — m(é)t (m) n’est défini qu’a L* prés mais cette indétermination disparait quand on
combine m? (m) et II(m% (7)*)). On a alors un diagramme commutatif

(0.9) me (1) @ T L ®¢, H'[pr] T, ®g, C(AI®L* A~ @ T)
L;R T%Aut
M (m) @ I(meg (m)*)C L ®g, (pr ©r U(p7))

La preuve de la commutativité de ce diagramme combine une loi de réciprocité ex-
plicite locale (th.|8.14) et des ingrédients de la preuve de la conjecture Cqr pour les

formes modulaires (th. et [13.7).

0.3. Interpolation des éléments de Kato

0.3.1. Elément de Kato et symboles modulaires. — On suppose maintenant que m
est générique pour pouvoir disposer de l'isomorphisme du th.[0.2] au niveau entier.
(Le th.[0.10] ci-dessous est valable, plus généralement, sous I’hypothése que p est II,-
compatible (cf. no, qui inclut le cas PlGa, irréductible, sans restriction sur la
représentation résiduelle.)

Siz € Z est classique, Kato [42] th. 12.5] a construit un élément

z1w(pz) € Py ® Hl(GQSaA ® pa),

ot A = Z,[[Gal(Q(ty)/Q)]] est I'algébre d'Twasawa. Cet élément est complétement
déterminé par son image par la localisation loc, en p (i.e. sa restriction a Gq,) qui,
elle-méme, est déterminée par les exponentielles duales de ses spécialisations aux
caractéres localement algébriques de Gal(Q(,~)/Q) dans la « bande critique », et
ces exponentielles duales font intervenir les valeurs spéciales de la fonction L de f et
de ses tordues par des caractéres de Dirichlet.

Le symbole modulaire (0, 00), vu comme élément du dual de la cohomologie com-
plétée produit un élément de py @ I (py) qui est invariant par (18 (1)) € G(Qy).
De plus, I’évaluation de (0, oc) sur les vecteurs localement algébriques de I3 (py) pro-
duit des valeurs spéciales de la fonction L de f et de ses tordues (cf. [24] ou prop.|14.5

et n°[14.2.2| ci-aprés).

3. C’est en fait un élément du dual de la cohomologie complétée a support compact mais comme
on localise en un idéal non-eisenstein, cela revient au méme.

4. On évalue (0,00) sur py @ 1Pl @ I, (p*) ou v/Pl est le produit tensoriel des nouveaux vecteurs
normalisés en les £ # p.
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Soit D(pz) le (o,T")-module associé & p, (ou plutot sa restriction p, , a Gq,) par
léquivalence de catégories de Fontaine [32]. On dispose [10], 13}, I5] d’isomorphismes
(ou {p est un générateur privilégié du twist de Tate Z(1)) :

2 (p2) (61)=" = D(p, (1)"=" = H'(Gq,, A ® ps(1)) = H' (G, A ® pr) ® .

Comme (0,00) est invariant par (?9), cela fournit :

Z(0,00) (pT) € p: ® HI(Gva A® p:c) & CB-
Théoréme 0.10. — Six € 2 est classique, alors
1o¢y (21w (p2)) = Z(0,00) (P2) @ (55

Remarque 0.11. — (i) Si p, , est absolument irréductible, ce résultat est une consé-
quence directe de la comparaison des formules faisant intervenir les valeurs spéciales
de fonctions L sus-mentionnées et de la formule de la prop.[2.10| (qui résulte de [13]
prop. VI.5.12| ou [15] prop.2.13|) qui relie exponentielles duales de spécialisations de
Z(0,00)(pz) et évaluations de (0,00) sur les vecteurs localement algébriques. Cela a
aussi été remarqué par Yiwen Zhou [69].

(ii) Si pg,p est une extension de deux caractéres, le résultat s’obtient par « prolon-
gement analytique » grace au th.[0.12] ci-dessous.

(iii) On peut utiliser I’équation fonctionnelle de (0, co) pour en déduire une équation
fonctionnelle pour I'élément de Kato (th. extension de [47, th.4.7] au cas ou
pa,p Nest pas nécessairement absolument irréductible).

0.3.2. Interpolation en famille. — Comme ci-dessus, la forme linéaire (0,00) o tp
sur pr(—1) @ I, (p%(1)) est invariante par (#?) et donc donne naissance a

2(0,00) (1) € P @1 H' (Gq,, A&pr) ® (B
Notons que, si x est classique, la spécialisation de z( o)(pr) en = n’est autre que
Z(0,00) (pz) ; autrement dit, z(g o) (pr) interpole les z (g o) (pz), pour z € 2" classique.
Théoréme 0.12. — (i) Sim est générique, il existe
ziw(pr) € pf @1 H'(Gq s, A&pr),

unique, tel que locy(z1w(pT)) = Z(0,00)(PT) @ Cgl,
(iii) Si x est classique, la spécialisation de zry(pr) en x est Zrw(py). Autrement
dit, z1(pT) interpole les éléments de Kato.

Remarque 0.13. — (i) La construction de l’élément Z1w (pr) se fait en deux temps.
On commence par construire zry,(pr) dans Fr(T) ® (p ®r H( (Gq, S,A®pT))
cf. chap.[15] puis on supprime les dénominateurs th 17.10)).

5. Plus précisément, sur pr(—1) ® v/l ® T, (57 (1)) ou /Pl est un élément bien choisi de
®e£pIle(pT (1)), cf. n°[15.2.1] (cet élément dépend en fait de S de maniére simple).
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(ii) L’idée de la construction est d’utiliser le fait qu’on sait, grace au th. que
les spécialisations aux points classiques de z(g o)(p7) proviennent de classes globales.
On peut espérer en déduire, via la suite exacte de Poitou-Tate et la zariski-densité
des points classiques, que z(g, o) (pr) lui-méme provient d’une classe globale (I'unicité
résulte formellement des résultats de Kato).

e Si H?(Gq.s,A®p;) est de type fini sur Z, (condition 1 = 0), cette stratégie
marche parfaitement car les obstructions éventuelles s’annulent (§

e Sans ’hypothése p = 0, tout ce qu’on obtient par cette méthode (§ est que
Pobstruction est de T-torsion, ce qui explique I'introduction de Fr(T).

(iii) L’élimination des dénominateurs utilise la factorisation du systéme des élé-
ments de Beilinson-Kato du th.[0.14] (cf. (iii) de la rem.[0.15).

(iv) On peut se demander s’il n’y aurait pas une preuve plus directe du fait que
(0,00) fournit une classe de cohomologie globale : dans 1’état, cela utilise les résul-
tats de Kato sur la théorie d’Iwasawa des formes modulaires, ceux d’Emerton sur la
factorisation de la cohomologie complétée, ainsi que des propriétés fines de la corres-
pondance de Langlands locale p-adique.

(v) La méme méthode construit un systéme d’Euler dont zyy (pr) est la base.

(vi) Nakamura [48] construit directement un élément z; (pr) qui interpole les
¢éléments de Kato en les points classiques a partir de la factorisation du systéme des
éléments de Beilinson-Kato. Cette propriété d’interpolation et la zariski-densité des
points classiques impliquent que son élément coincide avec le notre.

0.4. Factorisation du systéme de Beilinson-Kato

0.4.1. Le systéme de Beilinson-Kato. — Le systéme de Beilinson-Kato [42], 11, [65]
est un élément

ZKato € HQ(HQv -@alg(MIQ(A]OO[)v Qp)(2))

construit & partir des unités des Siegel. Dans le membre de droite,

e Al¥l=Q®» Z est le groupe des adéles finies de Q,

o M}, est I'ensemble des (¢ 5) avec (%) # (3) et (4) # (9),

o Daig(ML(AI®), Q,) est 'ensemble des distributions algébriques, i.e. des formes
linéaires sur 'espace LC.(Mj(AI*l)) des fonctions localement constantes a support
compact dans M (Al><l),

o I est le groupe fondamental arithmétique de la courbe modulaire Y'(1)/Q (vue
comme un champs algébrique : on a une suite exacte 1 — Sm) —Illq = Gq — 1,

—

ott SLy(Z) est le complété profini de SLy(Z) et Gq le groupe de Galois absolu de Q).

Si ¢ € LC,(M4(Al®D), il existe N tel que ¢ soit fixe par T'(N) et alors le cup-
produit de zkato €t ¢ fournit un élément

/¢ZKato € Hgt(Y(N)Q(ﬂN)’ QP(2)> = Hl(GQ(HN)7 He'}t(Y(N)G’ QP(Z)))’
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le dernier isomorphisme provenant de la suite spectrale de Hochschild-Serre. Autre-
ment dit, Zkato €st une machine & produire des classes de cohomologie galoisienne
vérifiant des relations de distribution, & valeurs dans la cohomologie étale géomé-
trique des courbes modulaires.

Maintenant, on peut multiplier zk.i, par un opérateur B;’d, avec ¢,d € 2*, de ma-
niére & supprimer les dénominateurs (i.e. remplacer Q,(2) par Z,(2), ce qui fournit
des mesures au lieu de distributions algébriques, et donc permet d’intégrer des fonc-
tions continues et pas seulement localement constantes) ; cela introduit des facteurs
parasites simples dans les formules.

Si S est un ensemble fini de nombres premiers contenant p, on peut se restreindre
aux fonctions de la forme 1M2(2]S[) R ¢g, ou 7Z1s[ — HZ¢S Zy, et ¢g est une fonction
continue a support compact dans G(Qs), avec Qs = [[,c ¢ Q¢. Cela fournit

Z%acég € Hl(GQ,Sa ﬁé (2))7

ot HY = HY(G(Z[L]), Mes(G(Qs), L)), et HL(2) est le dual de Tate de Hlg, on
H! 4= H(G(Z[1]),¢(G(Qs), L))

est la cohomologie complétée de la tour des formes modulaires de niveaux divisibles
par les £ € S.

0.4.2. La factorisation. — On note T I’algébre de Hecke correspondant a la représen-
tation p%.(2), et on pose £ = Spec(1”). L’application p — p @ (det p)*lxgyd induit
des isomorphismes 2" = 27 et T" = T, ce qui permet de voir tous les T'-modules
associés a p$.(2) comme des T-modules. On dispose de

v 2 pp(1) @7 My(pr(=1)) — Heg
et donc, en composant avec (0,00), cela fournit une forme linéaire sur pH(1) @
II,(pr(—1)), et donc un élément
(0,00)1.5 € pr(—1) @7 I3 (pr(—1)).

Par dualité, ¢7 fournit une surjection ﬁé(?) — pr @7 I (pr(—1)). On note

Zinio(ABpr) € H' (Ga,s, ABpr @1 1T (pr(—1))) = H' (Gq,s, ABpr) @1 1T (pr(—1))

ye S,c,d
I'image de zy ;-

Enfin, on dispose de z1y (pr) € p3 @1 H'(Gq.s, A®pr) (grace au th.|0.12), et d'un
accouplement naturel pr(—1) @1 p$ — T (on fixe une orientation du motif de Tate,

cf. n°.

Théoréme 0.14. — Dans 1 (pr(—1)) @7 HY(Gq.s,A®pr), on a la factorisation
sutvante :

Ziio(MBpr) = (3(1+ (') * By #(0,00)7,5) & 2w (pr).
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Remarque 0.15. — (i) On déduit du théoréme que 'on peut diviser zf(’act’g([\@)pT)

par le facteur B;’d que l'on avait da introduire pour des raisons d’intégralité; cela
fournit

Ziato(Ap1) € H' (Gq,s, ABpr) @1 1L (pr(—1))

(ii) Par construction, la localisation en p de z1y(pr) est (0,00)r,s et on obtient
une factorisation

1OCP(ZIS(atO(A®pT)) = %(1 + (_01 (1))) * ((07 OO)T’,S' & (07 OO)T,S’)

sous la forme que ’on espérait.

(iii) La démonstration repose sur les ingrédients suivants :

e On prouve (th. la factorisation du théoréme en restriction & un point clas-
sique. Cela consiste a évaluer les deux membres sur des fonctions tests bien choisies ;
le membre de gauche a été calculé par Kato [42] (cf. aussi th.[17.3] ci-aprés) et fait
intervenir un produit de deux valeurs spéciales de fonctions L de formes modulaires,
et chacun des termes du membre de droite fait intervenir une des valeurs spéciales.

e On déduit (lemme de cette factorisation ponctuelle la factorisation du
théoréme.

o Le théoréme d’Ash-Stevens [2] implique que (0, 00)7 s « n’a pas de zéros » et on
en déduit (th.[17.10) que z1y (pr) n’a pas de pole, ce qui conclut la preuve du th.

0.5. Céoukonfaikoi

Cet article comporte quatre parties de thématiques assez différentes.

e La partie I est consacrée aux correspondances de Langlands pour GLy (sur Q).

¢ Le chap.[I] rassemble les notations utilisées dans tout larticle.

o Le chap.[2] fait un résumé des propriétés de la correspondance de Langlands locale
p-adique pour GL2(Q,), et donne quelques compléments (comme l'injection naturelle
(V) < A-®V dela prop. ou la prop. a la base des résultats mentionnés
dans le (i) de la rem.[0.8).

o Le chap. est consacré a la construction de II(pr) et de son modele de Kirillov. Il
contient une étude de la correspondance de Langlands locale en famille pour GL2(Qy).

e La partie IT est consacrée a la cohomologie du groupe G(Q) et ses avatars.

o Le Chap. étudie le cohomologie de G(Q) agissant sur divers espaces fonctionnels
adéliques, et fait le lien avec la cohomologie complétée d’Emerton.

o Le chap.[p] adélise la théorie des formes modulaires classiques et étudie le lien
avec la cohomologie complétée, tandis que le chap.[f] fait le pont entre le point de
vue cohomologie des groupes et le point de vue géométrique; ce chapitre inclut en
particulier la définition de I'application d’Eichler-Shimura p-adique.

o Le chap.étudie les multiplicité des représentations lisses de G(A]"C[) dans divers
incarnations de la cohomologie complétée.
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e La partie III est consacrée a la factorisation de la cohomologie complétée.

o Le chap.[8est consacré au calcul de la cohomologie étale des boules unité ouvertes
usuelle et perfectoide, avec en particulier la définition de I'application ¢tz et une loi
de réciprocité explicite qui joue un grand role dans la suite.

¢ Le chap.[9]définit le modele de Kirillov de la cohomologie complétée, et les chap.[I0]
et étudie l'injectivité de ce modele; le chap.[I2] explore les conséquences directes
de cette injectivité.

¢ Le chap.[I3] est consacré a la preuve du th.[0-2}

e La partie IV est consacrée a I’étude du systéme de Beilinson-Kato.
¢ Le chap.[I4] démontre le th.[0.10}
o Le chap.[I5| prouve le th.[0.12] (aprés extension des scalaires a Fr(T)).
¢ Le chap.[If] est consacré a des rappels sur le systéme de Beilinson-Kato et le

chap.[I7 a la preuve du th.[0.14]
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PARTIE 1
CORRESPONDANCES DE LANGLANDS LOCALES

1. Préliminaire

Le but de ce chapitre est de fixer un certain nombre de notations et de normalisa-
tions.
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1.1. Adéles

1.1.1. Notations. — On note & 'ensemble des nombres premiers. Si S C &2, on dit
qu’un entier N est a support dans S si tous ses diviseurs premiers appartiennent & S.
Siv e P U{oo} est une place de Q, on note Q, le complété de Q en v (et
donc Qs = R). On note A D'anneau des adéles de Q, produit restreint des Q, : si
Z= Hpeﬂ Z,, est le complété profinide Z, na A=R x (Q® 2)
SiS C P U{oo} est fini, on pose

zs= [[ z. zli)=ztesnzl as=]]Q

lesSNnz veS

On note A!S[ le produit restreint des Q, pour v ¢ S. Par exemple, Al*l = Q ® Z.
On a A = Qg x AlS[ pour tout S.

Si z est un objet adélique (i.e., un élément de A, A* GL,(A), etc.), et si v est
une place de Q, on note z, la composante de = en v (et donc x = (xy),). Si S est
un ensemble fini de places de Q, on note xs = (z,)yes la composante de x en les
éléments de S et 2190 = (2,),¢5 la composante de z hors de S (et donc z = (zg,2/°0).

Si G est un groupe algébrique sur Q, les projections G(A) — G(Q,) ont des
sections naturelles qui permettent de considérer les G(Q,) comme des sous-groupes
de G(A).

De méme, si S est un ensemble fini de places de Q, alors G(Qs) = [[,cq G(Qu)
est naturellement un sous-groupe de G(A) et tout élément de G(A) peut s’écrire de
maniére unique sous la forme zgz!5! avec 25 € G(Qg) et 215l € G(A!S); de plus x5
et 25l commutent.

1.1.2. Caractéres additifs. — On note ey, : C — C* le caractére du groupe additif
eno(T) =727,

On note ep : A — C* le caractére du groupe additif se factorisant a travers A/Q

et dont la restriction & R C A est e,,. Si £ est un nombre premier, on note e, la

restriction de ea & Q; C A. Alors ey se factorise a travers Q;/Z; = Z[{]/Z C R/Z

et on a

er (xé) — 621'71' Ty

ou Ty est 'image de x dans R/Z par l'inclusion ci-dessus. On a alors
ea((@v)y) = Hev(xv)~

1.1.3. Caractéres multiplicatifs. — Soit w : A* — C* un caractére continu. Si v est
une place de Q, on note w, la restriction de w & Q. Il existe un entier N > 1 et un
caractére @ : (Z/N)* — C* tel que la restriction de w a Z* s'obtienne en composant
& avec la projection naturelle Z* — (Z/N)*.

Si w se factorise a travers A*/Q*, et si pf N, alors wy(p) = @~ (p)weo (p) L.



18 PIERRE COLMEZ & SHANWEN WANG

o Le caractére norme | |a. Si v est une place de Q, on note | |, la norme sur Q, (si
v est la place correspondant & un nombre premier 4, on a |¢|, = ¢=1). On définit | |a

|z|a = H |Zolo-
v

La formule du produit implique que | |a se factorise a travers A*/Q*.

par la formule

e Le caractére da. On note 65 : A* — C* le caractére
r = 0a(2) = 20 |2|A,

et donc da est localement constant, a valeurs dans Q*. De plus,
OA,co =sign, das=1|1]s, A =]]a sur Aloel*,

e Caractéres algébriques. Un caractére continu x : A*/Q* — C* est dit algébrique,

de poids a € Z, si x(v+) = x&, pour tout zo, € R%. Par exemple, le caractére | |a

est algébrique de poids 1, et | |4 est algébrique de poids a.

De méme, un caractére continu x : A*/Q* — Q: est dit algébrique, de poids
a € Z, s'il existe n > 1 tel que x(z,) = x5 pour tout x, € 1+ p"Z,. Notons qu'un
caractére continu x : A*/Q* — Q; est automatiquement unitaire car il se factorise
par A*/Q*R* qui est compact (isomorphe & 2*)

Si x est algébrique de poids a, alors x = | |47, ou 1 : A*/Q* — C* est d’ordre
fini, et donc & valeurs dans Q (en fait dans une extension finie de Q). Le caractére
x — 3% (x) est aussi a valeurs dans Q et on définit x®) : A*/Q* — Q; par la
formule

z, "X (z) = 2 x(x) = ndi (),
ol tous les membres appartiennent a Q. Le caractére x(P) est algébrique de poids a et
x — x?) est une bijection de Pensemble des caractéres algébriques A* /Q* — C* sur
celui des caractéres algébriques de A*/Q* — Q;; cette bijection préserve le poids
des caracteéres. Si Xoo(Too) = sign(xeo)®|2eo|?, avec e € {0, 1}, alors

X® =signte, y\P(x,) = alx(z,) et x{P = xe, sil#o0,p.

1.1.4. Groupes de Galois, de Weil et de Weil-Deligne. — On note Q la cléture algé-
brique de Q dans C et on fixe un plongement de Q dans Q,, pour tout .
Si K = Q,Qy, on note G = Gal(K/K) le groupe de Galois absolu de K et

G2 son abélianisé. On note Wq, C Gq, le groupe de Weil et WDgq, le groupe de
Weil-Deligne.

1.1.5. L’extension cyclotomique. — On note Q% l'extension cyclotomique de Q
obtenue en rajoutant toutes les racines de 1'unité (c’est aussi l’extension abélienne
maximale de Q, i.e. Gal(Q¥!/Q) = G%Qb) Le caractére cyclotomique ea : Gq — A
fournit une identification

EA : G?Qb =Z* (dinverse u — oy,).
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11 fournit aussi des identifications Gal(Q(p;,)/Q) = (Z/M)*, pour tout M > 1.

Remarque 1.1. — (i) L’application z — ¢, ot ¢, (u) = oy (x) siu € 2*, induit un
isomorphisme (LC désigne l’espace des fonctions localement constantes)

Qcycl e LC(Z*, QCyCl)i*,
oll a € Z* agit sur ¢ par (04 - ®)(u) = 04(d(a u)).
(i) Si K D> Q%! I'application z ® y + (u + z0,(y)) induit un isomorphisme
K ©q Q¥ =5 LC(Z*, K)

de K-algebres. De plus, ¢ — fi* ¢, de LC(Z*, K) dans K, correspond via cet isomor-
phisme & 1 ® Tr, ou Tr : Q¥ — Q est la trace normalisée (égale a ﬁTr F/qQ Sur
F,si F C Q% est une extension finie de Q).

1.1.6. Théorie du corps de classes. — L’inclusion de Q dans Q, induit une injection
Gq, — Gq ainsi qu’'une fléche G?Qbe — G‘ab qui se trouve étre injective car I'extension
abélienne maximale de Qg est aussi I'extension cyclotomique.

On note o, I'élément de Gy, agissant trivialement sur Qg (ps) et par z — z* sur
F, (i.e. o4 est le frobenius arithmétique dans G’?sz). L’image de o, dans G?Qb =7
est 0oL,

Par ailleurs, 'inclusion Z* < A* induit un isomorphisme Z* =~ A* /REQ*.
L’image de o, dans A*/R% Q* est aussiAégale a 6;1 = (lootly =1, Comme I'image
du sous-groupe d’inertie de G?ﬁ dans Z* est Zj, on voit que G?sz s’envoie dans
I'adhérence de Q} dans A*/R% Q* et que I'image de Wgz est Q.

Le diagramme suivant est commutatif :

Wa, Gq, Gq —— 17
l z
Q7 A*/RLQ”

Si [L: Qp] < o0, on déduit de ce qui précéde des identifications entre :

e caractéres continus xga1 : Wq, — L™ et caractéres continus x : Q) — L*,

e caractéres continus xgal : Gq, — 07, caractéres continus xga1 : Wq, = OF et
caractéres continus x : Q7 — OF

e caractéres continus w : A*/Q* — O} et caractéres continus wgal : Gq — O7F.

Dans les identifications ci-dessus, xcai(0¢) = x(£; ") et wgal(0) = w(ea (o)), et si
wy est la restriction de w & Q, alors wgal,e = we,qal

1.1.7. Le caractére cyclotomique. — Par exemple, le caractére p-cyclotomique
€p: G?Qbe — 2y,

obtenu par action sur Moo s correspond :
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e au caractére | [ de QF, si £ % p:onaey(og) = |0, | = {;
e au caractére x — x|z[, de Qy, si £ = p.
1.1.8. Sommes de Gauss globales. — Si x = 1| |4, oit 1 est de conducteur N, et si
7:(Z/N)* — C* est le caractére de Dirichlet associé, définissons la somme de Gauss
G(x) par
GO=GM= Y ibex(F).

be(Z/N)*

Remarque 1.2. — (i) Si x est a valeurs dans L, alors G(x) € (L @ Q¥)* et, si
a € Z*, alors

oGO = D fib)ex(R)=x""(@)G(X).
be(Z/N)*
(ii) On déduit du (i) que, % €L*®1C (L®QYN* six,xa sont a valeurs
dans L; en particulier, G(x)G(x™1) € L* ® 1.

1.1.9. Sommes de Gauss locales. — Sin : Zj — L* est un caractére de conducteur £,
on note G(n) € L ® Z(py ), la somme de Gauss

G =Y. n) @eld).
r€(Z/nZ)*

Sia€Zj,ona

1.2. Le groupe GLy(A)
Soit

et soient
U:=(§1)cP:=(51)CB:=(31)CG
I'unipotent, le mirabolique, et le borel.

1.2.1. Le groupe G(R). — Si g € G(R), on définit

sign(g) € {1}

comme le signe de det g. L’application ( 2 3) — a 4+ ib induit une identification

C*={(%%), a+ib+#0}.

induit un isomorphisme

) . . ab ai+b
L’application (c d) = e

G(R)/C* ~ # =P (C)\P'(R) =" U#",
At ={reC, Im(r) >0}, # ={reC, Im(r) <0}

Le normalisateur de C* agit par multiplication & droite (i.e. (g, 7) + 7g) sur . Ce

normalisateur est C*UC* (' 9) et C* agit trivialement sur . tandis que C*( ' 9)
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agit par 7 — T puisque (‘é Z) ( _01 (1)) = (:‘Z Z) et :21—3 est le conjugué complexe de
@8 On prolonge laction du normalisateur de C* en une action (g,7) — 7g de
G(R) agissant a travers G(R)/G(R)4, a ne pas confondre avec l'action naturelle

(g,7) +— g - 7 par multiplication a gauche sur 5 = G(R)/C* :

b ar +b T sige GR)y,
(eq) 7= ot Tg=
cr+d 7 sigé¢ GR);.
1.2.2. Sous-groupes de congruence. — Si N € N, on note

[(N) = Ker(G(Z) - G(Z/N)), To(N) = {(
T(N) = Ker(SLa(Z) — SLa(Z/N)), To(N) = {(

ab) e G(Z), ce NZ},
@by €SLy(Z), c € NZ}
On a donc :

I'(N) = SLy(Z) NT(N), To(N) = SLy(Z) NTo(N)

To(1) =T(1) = SL2(Z), (1) = G(Z)

e Tout élément de G(A) peut s'écrire v gk avec v € G(Q), g € G(R)
(resp. goo € G(R)4) et k € G(Z), et cette écriture est unique & (7, goo, k) —
(7, 0goo, k) prés, avec a € G(Z) (resp. o € I'(1)).

e Plus généralement, tout élément de G(A) peut s’écrire v~ gk avec v € G(Q),
goo € G(R)4 et k € T(IN), et cette écriture est unique a (v, goo, £) — (A7, Ao, AK)
prés, avec a € I'g(N).

e Soit S C & U {oo}, fini.

— Si oo € S, tout élément de G(Qg) peut s'écrire v gk avec v € G(Z[£]),
Joo € G(R) et & € G(Z), et cette écriture est unique a (7, goo, K) — (@Y, AGoo, OK)
prés, avec « € G(Z).

— Si 0o ¢ S, tout élément de G(Qg) peut s’écrire 'k avec vy € G(Z[4]) et
K € G(Z), et cette écriture est unique a (v, k) — (a7, ak) pres, avec a € G(Z).

1.2.8. Représentations lisses de G(Qg).— Soit L un corps de caractéristique 0 (que
lon considére muni de la topologie discréte). Si 7 est une L-représentation lisse de
G(Qy), admettant un caractére central w,, un modéle de Kirillov pour 7 est une
injection B(Qy)-équivariante

™ LO(Q7, L © Qlpage])
dans le L-espace des ¢ : Qf — L ® Q(py~), localement constantes, vérifiant
oa(9(z)) = ¢(azx), pour tous z € Q) et a € Z} (ou 0, agit sur pye par ¢ — (%),
muni de action de B(Qy) donnée par
((§5) - 0)(@) = we(d)ee(*F) (%)
Si x1, x2 sont des caractéres localement constants de Q}, on note x1 ®| |21X2 le ca-

ractére (¢ 4) — y1(a)x2(d)|d|, " de B(Qy) et Indg((gf)) (x1®] |, "x2) la représentation
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lisse induite, i.e.

{6 € LC(G(Qu), L), ¢((§ §)x) = xa(a)xa(d)ld]; ' d(2), Yz € G(Qo). (§]) € B(Qo)},
laction de G(Qy) étant (g x ¢)(z) = ¢(zg). Le modele de Kirillov ¢ — £ de 7 =

Ind(x1 ® x2| |, ') est donné par (la suite est constante pour n assez grand) :

Ao = Jim_ s [ o5 8)(5T))er(—a)do.

n——+oo

Si x1 et x2 sont non ramifiés, HO(G(Zg),IHdg((gf)) (x1®| |;*x2)) est de dimension 1.

Dans le modéle de Kirillov, cet espace est engendré par la fonction v, définie par
0 six ¢ Zg,
v () = 1 .
X1 +x1(0)" x2(0) + -+ x2(6)" six € ("L} et n > 0.
C’est le nouveau vecteur normalisé (par la condition v, (1) = 1) de 7; il engendre 7
en tant que P(Qg)-module.

SiTe=3((39),+ X0 (1)), ona
Tox ve = (x1(£) + x2(0)) v
On note v, la fonction
vl = 1z- € m;
c’est un générateur du foncteur de Kirillov [27, §4.1] de 7, i.e. le module
fvem (F %) v=0v X5 (), v=0}

Un petit calcul fournit la relation

(1.3) (1= 0al®) +x20)(4" ), + a@x2(0) (447 9) ) *ve = vy

1.2.4. La correspondance de Langlands locale classique. — Soit L un corps de ca-
ractéristique 0 (muni de la topologie discréte). Soit p : WDq, — GL2(L) une L-
représentation continue (c’est la donnée d’une représentation p : Wq, — GLo(L) et
de N € My (L) tels que Np(g) = £4°89p(g) N, pour tout g € Wq,). On sait associer a
p une L-représentation IT§!(p) de G(Qg) ; la correspondance p — I1§!(p) est normalisée
(via la compatibilité local-global) pour que les fonctions L globales coincident. Elle
vérifie les propriétes suivantes :

° H%l(p) est lisse, admissible, admet un caractére central wry,(,), et on a :

Wity (p) = | |[1 det p.

e I15'(p) admet un modele de Kirillov. De plus, dans ce modéle, II§'(p) contient
LC.(Q}, L ® Q[uy=])% et le quotient est de dimension 0, 1 ou 2 sur L suivant que
p est irréductible, que N agit non trivialement ou que p n’est pas irréductible et N
agit trivialement.

e Si N agit trivialement et si

P = x1® X2,
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avec x2 # | |ex1 (ce que 'on peut imposer en échangeant x; et x2), alors
G _
11§ (p) = Indgq) (1 ® | ;' x2).

e Si N agit non trivialement, alors p est une extension non triviale de x; par
x2 = | lexa et TISH(p) = St ® x1 ot St est la steinberg.

2. La correspondance de Langlands locale p-adique pour GL»(Q,)

Dans ce chapitre, on rappelle succinctement un certain nombre de propriétés de
la correspondance de Langlands locale p-adique pour G(Q,), ses liens avec la théorie
d’Iwasawa..., et on donne quelques compléments : en particulier une formule explicite
(prop.[2.10) exprimant exponentielles duales de classes de cohomologie galoisienne
pour une représentation de de Rham en termes de la représentation de G associée,
et un modéle de Kirillov (n°2.4.2) pour V* @ I, (V) qui joue un grand réle dans la
suite.

2.1. (¢,T')-modules

2.1.1. Quelques anneaur. — Soit €F = Op[[T]]. On définit O comme le complété
de ﬁ}f [%} pour la topologie p-adique ; c’est 'anneau des séries de Laurent ), ., apT",
avec ar € O, et limy_,_ vp(ag) = +00. On note & = ﬁg[%] le corps des fractions
de ﬁg.

Si h > 1, on pose 1y, = vp({pn — 1) = W (resp. rp = 2%, sip=2), et

ny = % On note ﬁ’jg;h le complété de ﬁ;’;[T,’,ﬁh] pour la topologie p-adique, et on pose

&l = ﬁ;’h[%] - on définit alors le sous-corps &1 des éléments surconvergents de &,
comme la réunion des &7l

Sin > 1, on pose L, = L ®q, Qp((pn), et on note ¢, l'injection de &) dans
L, [[t] envoyant f sur f((me™t/P" —1).

2.1.2. Actions de ¢ et I'. — Soit I' = Gal(Qp(pty~)/Qp). Le caractére@ cycloto-
mique Y := €, induit un isomorphisme y : I' = Z;, et on note a — o, l'isomorphisme
inverse.

On munit les L-algébres topologiques &, & d’actions continues de ¢ et T' définies
par (T) = (1 4+ T)? — 1 et 0,(T) = (1 + T)* — 1. L’injection ¢, ci-dessus est I'-
équivariante si on fait agir o, sur t par o,(t) = at.

2.1.8. (p,T)-modules étales. — Si A = Og, &, ET, un (9, T')-module D sur A est un
A-module libre, de rang fini, munis d’actions semi-linéaires de ¢ et I' commutant entre
elles. On dit que D est étale si ¢ est de pente 0. On note ®I'**(A) la catégorie des
(¢, T')-modues étales sur A. (On peut aussi considérer des &g-modules de torsion, et

6. On note simplement x le caractére cyclotomique dans ce chapitre.
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beaucoup de preuves utilisent des dévissages les faisant intervenir, mais nous n’en
aurons pas vraiment besoin.)

2.1.4. Lopérateur . — Si D € ®I'*(A), tout élément x de D peut s’écrire, de
maniére unique, sous la forme z = S~ ¢(2;)(1 + T)". Cela permet de définir un
inverse a gauche ¢ : D — D de ¢ par la formule ¢(x) = x¢; de plus ¢ commute a T

2.1.5. Surconvergence. — Si D € ®T'°*(&), on note D le module des éléments sur-
convergents [9), 5] de D : sin € N, soit D] Je plus grand sous-&(©"l-module M de
type fini de D tel que (M) soit inclus dans le sous-&(%"+1l-module de D engendré
par M. Il existe un entier m(D) > 1 tel que DOrmd)] goit de rang d sur £O7md)] et
alors D(O7n] = (0] ® (0.7 (D)] DOrmm] pour tout n > m(D), et DT est la limite
inductive des D], On a Dt € I (&T) et D = & @4+ DT.

2.1.6. Les modules Dagjf p, D;mn et D;if,n- — Sin > 1, on pose
Dy, = Ln[[t] @ D]

ot on voit L,[[t], pour n > m(D), comme une & l-algébre via le morphisme
Ly : &0l — L [[t]]. Soient

Loo[[t]] :=ling L [[¢] et Dy :=1lim D¢ .

Alors D, est un Loo[[t]]-module libre de rang d muni d’une action de I'. On pose
Dair = D3[1]; cest un Log((£)) = Loo[[t]][t™!]-module muni d’une filtration dé-
croissante par les Dy, := t'D},, stable par I'. Le quotient Dy, = Dair/DJ;; est
un Ly [t]-module de torsion, muni d’une action localement analytique de T' (limite
inductive de représentations de dimension finie).

2.1.7. (p,T')-module de Rham. — On dit que D est de Rham si le L-espace Dyqr =
(Dgit)' est de dimension d. Si c’est le cas, alors Dt = Loo((t)) ®1 Dgr et, si on
munit Dggr de la filtration (DéR, i € Z) induite par la filtration naturelle de Dg;f, on
a D} =3zt "Loo[t]] ® Dig. Si D est deRham, les poids de D sont les opposés
des sauts de la filtration, i.e. les entiers i tels que D;é #* Dé;.

2.2. (¢,T')-modules et représentations de G(Q,)

Posons :
G=G(Qy), P=PQ,), U=0(Q,),

et notons P le sous-semi-groupe P+ = (ZPB{O} Zf’) de P.

2.2.1. La correspondance D — II,(D). — On renvoie a [13}, 9] ou [I7] pour ce qui
suit. Soit D € ®T'°*(&) ou ®I'**(0), de rang 2. Notons wp le caracteére

wp = (z]z]) "' det D.

e Le faisceau U — DX U.— D donne naissance & un faisceau P'-équivariant U
DRU sur Z,, avec DRZ, = D, et (&%) € Pt agit sur x € Z, par (&%) -2z = ax+b,



FACTORISATION DU SYSTEME DE BEILINSON-KATO 25

et sur D par (PS“ ‘1’) 2 = (14 T)b¢* 0 0,(z). Ce faisceau se prolonge, de maniére
unique, en un faisceau G-équivariant U — DK U (ou U décrit les ouverts compacts)
sur P! = P1(Q,), tel que le centre de G agisse par wp, et il existe une représentation
unitaire II,(D) de G telle que I'on ait une suite exacte

0 — I,(D)*®wp DX P! = 11,(D) = 0

Remarque 2.1. — (i) Si D n’est pas une extension de &((z|z|)~16) par &(J), la
représentation IT,(D) ci-dessus n’a ni sous-objet ni quotient de dimension finie.

(ii) Dans le cas pathologique ot D est une telle extension, la représentation ci-
dessus admet  comme sous-objet et n’est pas celle que I'on veut. Le quotient Hg’in(D)
par § n’a ni sous-objet ni quotient de dimension finie, et Ext!(d, ILY™(D)) est de
dimension 2; on définit I, (D) comme I’extension universelle : on a une suite exacte

0 — I (D) —» I,(D) > 6@ 5 — 0

e Dualité— On fait agir I' et ¢ sur ﬂ—TT par aa(li—TT) = ali—TT et go(li—TT) = %_

Cela nous fournit le (¢,I')-module Al‘i—TT € ®I'*(A), si A = Og,&. On pose alors
D= HomA(D,Ali—TT); c’est un objet de ®T(A) et V(D) est le dual de Tate V(D)
de V(D) (i.e. Homg, (V(D), 0r(1)) (resp. Homp(V (D), L(1))), si D € ®I'**(0g¢)
(resp. D € ®I'°*(&)).

On note { , } : D x D — L Paccouplement défini par
{2, y} =réso((0-1(2),9)),
ot (,):D®D — &L est 'accouplement naturel, et résg fdl' = a_, si f =

4T
Y kez ayT*. Cet accouplement se prolonge (de maniére unique) en un accouplement

parfait, G-équivariant,
{,}:(ODRPHY® (DRPY) - L
tel que DX U et DXV sont orthogonaux si U NV = @&. On peut réécrire la suite

exacte ci-dessus sous la forme

0 — I,(D)* DX P! - I0,(D) - 0

2.2.2. Théorie d’Iwasawa. — Soit A = Z,[[I']]; on note [o,] € A Pélément corres-
pondant & o, par l'injection naturelle I' < A*.

Soient A = Og,& et D € ®I°*(A). Si V := V(D) est la représentation de Gq,
associée & D par 1’équivalence de catégories de Fontaine, on dispose [10, th.I1.1.3]
d’un isomorphisme de A-modules

Exp*: H'(Gq,,A®V) 5 D¥=".
Par ailleurs, I'application Resz, induit une fleche

Resz, (HP(D)*)(S ?) ' D¥=1 avec Resz, ((89) * 1) = 0a(Resz, (1)),
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qui est un isomorphisme en général On en déduit le résultat suivant :

Proposition 2.2. — Si u € T1,(D)* est five par (29, il existe un unique A(p) €
H'(Gq,,A®V) tel que Exp*(A(n)) = Resg, pu. De plus, si a € Z,

A((§9) ) = [oa] - Mp).-

Enfin, si D est de Rham, on a la loi de réciprocité explicite suivante [10}, th.IV.2.1]
ou exp* est I'application exponentielle duale de Bloch-Kato : dans la proposition,
f1+pﬂ,zgj)\ € Hl(GQp(%n),V ® x’) et exp* (fH_ ngz T IN\) € t7IL, ® Fil’ Dgg, ou

t = —log[e] € By est le 2im p-adique de Fontaine, avec & = (1,(p,...,(pn, ... ).

(Si V est une représentation de de Rham, exp* envoie H'(G g, V) dans Fil" Dggr (V).)

Proposition 2.3. — Si\€ H'(Gq,,A®V), et sin est assez grand,

n(Exp*(X) =) exp* / 2I\) € Fil°(Ly[[t] ®1 Dar).
jEZ 1+pZ,
Remarque 2.4. — Soit ¢(z) = 3, ;0i(x)a?, ou J C Z est fini, et ¢; €
LC(Zy, Lo((t)))- 1l existe donc n > 1 tel que ¢; soit constante modulo p", pour
tout j. On définit alors exp* fz* x)A) par la formule

exp* / s =3 Y b(a)exp7( / 2\ € Lo((t) ®1 Da.
j€J amod p» a+pnZy
(OH a fa—‘rP"Zp q;j)\ € H1 (GQP(NP”)7 4 ® XJ))
Maintenant, si ¢(az) = oq(¢(2)) pour tous a, z € Zy, alors p(z) = 3, ; o(aj)(tx)d,
avec aj € Ly,. Comme t7 exp* a+pnZ I\ = o, (t7 exp* fl—‘,—p”Z 7)), on a

eXP*(/Z* Sx)N) = Y Ja(zajtjeXp*/

m) € Dar € Loo((t)) ®1, Dag.
a mod p” jedJ 1+p"Zp

2.2.3. Résultats de densité. — Si c,d € Z, soit B&4 = (2 — (§9))(d? — (3 9)), et
soit (By?)* lopérateur adjoint (obtenu en remplagant ¢ et d par leurs inverses dans
les matrices).

Lemme 2.5. — Si c est un générateur de Zy, si d = ctetsiV="V(D) na pas
de quotient non nul sur lequel Uinertie agit par x~' ou par x2>detV, le sous-espace
engendré par les (B3®)* x v, pour v € I1,(D), est dense dans I1,(D).

7. Cest le cas si D est irréductible ou, plus généralement, si D¥=! = D¥=1 = 0, cf. [17, rem. V.14]
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Démonstration. — Par dualité, cela revient & prouver que, si p € II,(D)* est tué par
B;’d, alors p = 0.

On a II,(D)* C DR P, et on dispose de Resz, : DK P! — D qui commute &
I'action de (ZO; (1)) Soit p € H;(D), et soient 21 = Resz 1 et 23 = Resz, w  p. Alors
B;7d * 1 =0 si et seulement si Bg’d *xz1=0¢et Bg’d *29=0.0r:

B;’d xz1 = (2 —0.)(c2=d(c Vo) - =

Byt 2y = (¢ = §()o)(c 72— o) 2

ott § = (z|z])(det V)~1. Si B;*d * g = 0, les I''modules engendrés par z; et zo sont
de rang < 2 sur 0. On en déduit pour commencer, en utilisant [12], prop.I11.4.8]
(combinée avec I'isomorphisme D™ = D™ (V) de la preuve de [12] prop.I1.2.2] et le
(i) de |12, rem.I1.1.2]), que z; et z; appartiennent au sous-module (W (F,) @ V)1
de D, on H' = Gal(Qp/Q;b). Puis que V a une droite stable par H’ et tuée par
0. —c? ou par 0. —c~26(c), et enfin que V a une droite quotient stable par H' et tuée
L ou par o, — 257 1(c).

Ceci implique le résultat annoncé. O

par o, — ¢

2.3. Vecteurs localement algébriques

Si D € ®I'**(&) est de rang 2, on note II,(D)%# le sous-espace de II,(D) des
vecteurs localement algébriques. Alors HP(D)alg 2 0 si et seulement si D est de Rham,
a poids distincts [13] th. 0.20], [23] ou [15] th.2.5].

Remarque 2.6. — Soit D € ®I'**(&), de Rham, de rang 2, & poids de Hodge-Tate
distincts.

(i) Si D est irréductible, alors I1,(D)*# est dense dans II,,(D).

(ii) Si D n'est pas irréductible, 'adhérence II; de II,(D)2 est une sous-
représentation stricte de IT,(D) : c’est soit une série principale, auquel cas II, (D) /II;
est aussi une série principale, soit une tordue de la steinberg continue auquel cas
II,(D)/II; est une extension non scindée d’une série principale par un caractére.

(iii) Si D n’est pas irréductible mais n’est pas la somme directe de deux caractéres,
alors End(D) = End(II,(D)) = L car la condition sur les poids implique que D n’est
pas lextension d'un objet de rang 1 par lui-méme; en particulier, un élément de
End(II,(D)) est complétement déterminé par sa restriction a II,(D)*® méme si ce
dernier espace n’est pas dense.

2.8.1. Modéle de Kirillov. — Si D est de Rham, a poids ki < ko, le sous-espace
I1,(D)*® des vecteurs localement algébriques de II,(D) est non nul et de la forme
ITisse © Sym* ! @ det™, ou k = ko — ky et Sym” est la puissance symétrique de la
représentation (de dimension 2) naturelle de G.
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On note Dyg le L-espace DX... Il est muni de la filtration décroissante induite par
celle de Dyit, et on a D;li? = DgRr, D;l,lfl+1 = 0, tandis que D;é”l = D;P’fl est une
droite.

On a DI, = t* Lo [[t] ® Dg? + 91 Lo [[t]] @ Dy, On pose

X5 = (" Lao[[t]] © Dgg?)/ Dy = (" Loc[t] /£ L [t]) © (D3 / D)
X1 = D/ (1" Loo[[t]] © Dgg®) = (' Loo[t]/1** L [t]) @ D!

On dispose (cf. [I3], prop. V1.5.6] ou [I5, prop. 2.10]) d’un modéle de Kirillov pour
II,(D)*, i.e. d’une injection v — .%,, naturelle, P-équivariante, de II,(D)*# dans
Pespace LA ¢( ;,X;)F des ¢ : Qpy — X

— & support compact dans Q,, (c’est la signification du « rc »),
— vérifiant o, (¢(7)) = ¢(ax), pour tout a € Z;; (invariance par I'),
muni de ’action suivante de P :

((8%) - 0)(@) = ["]d(az) (Siz e Qy, alors [°] = ey(x)e ")
De plus, 'image de IT,(D)¥¢ par v — %, contient LA ( X5 )T et cet espace

o0
est de codimension finie dans I'image : le quotient est J(ITM5%¢) ® Sym" ™! @ det™,
ott J(I55¢) est le module de Jacquet de I115¢ et est de dimension 0 si TTH5¢ est
supercuspidale, de dimension 1 si IT%%¢ est un twist de la steinberg, et de dimension 2

si [T est une série principale (i.e. 'induite d'un caractére du borel) irréductible.

2.3.2. Modeéle de Kirillov et dualité. — Le (@, T')-module D est aussi de Rham, a poids
de Hodge-Tate 1 — kg,1 — kq. On note (, ) : Dair X Dais — Lo ((t))dt Paccouplement

naturel (on a dt = % car t = log(1 +T)). Alors

<j7 y>dR = réSt:O <i'7 y> )

ot 1és;—o (> ant™dt) = a_1, induit un accouplement parfait sur Dyr X Dgr.
On note { , }air: Dgi¢ X Dgit — L Daccouplement bilinéaire défini par

{Z,y}air = nglfoo p "Trp, /r(rési—o((o-1(2),9))).

71 ~
Ona{, tar="2-(, )ar sur Dar X Dar.

L’accouplement { , }qir est identiquement nul sur Djif X D;‘if et induit un accou-
plement { , }air : X+ x X — L.

Le résultat suivant [13] prop. VI.5.12] ou [I5] prop. 2.13| sera crucial.

Proposition 2.7. — Siv € H]D(D)B”lg est tel que J, est a support compact dans Qy,
et si p € IL,(D)*, alors

i+ N i
(2:8) {uvh =3 {ow(Resz, (7" §)m)s 2o () e
i€Z
pour tout N assez grand (dépendant de v ; 'expression a un sens pour N > m(D) car
Resz, I1,(D)* c DOmD),
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2.5.3. Une formule explicite. — Comme Qp = Unezp™ "Zy, on a
LP.(Qp, X)' = ®nez (%) §) - LP(Z5, X)'.

Soit &* une base de DA2"'. Alors é* induit un isomorphisme X (D) =
th Lo [t]/th2 Lo [t], avec et (z)% = (6%, z), et une injection

&t 10, (D)5 — LP(QF, tke=ld)r,

P th2 Lo [t]
Si e~ est la base de D;}]fz/Dglifl duale de ¢, on a
(2.9) Hy=¢T(v)e”
Proposition 2.10. — Soient :
o 1 € I,(D)* invariant par (59),
e \e H'(Gq,,A® V(D)) vérifiant Resz, (1) = o_1 - Exp*(}).
Siv € I,(D)#, alors

exp” (/z* et()A) = {p,v}et

p
Démonstration. — La formule & démontrer est équivalente a

ok = (o™ ([ e @0)X).¢ g

P
et on peut utiliser la formule (2.8)) pour évaluer le membre de gauche. Notons ¢ la
fonction é¥(v); son invariance par I' implique qu’il existe ay,,...,Qk,—1 € Lo tels
que l'on ait
$(x) = oular, ) (t2)™ + - + ou(ap,—1) (te)** "

L’invariance de p par ( ) et la prop . 7| fournissent, pour N assez grand, la formule
{mv(0)} = {en(o1 - Bxp™(N), (1)e b
=p " Trpyr (rése—o((en (Exp™(V), ¢(1)e 7)),
la seconde égalité venant de la définition de { , }qir. D’aprés la prop.

p Vin(Exp*) Zexp / '\, avec exp*/ A €t Ly ® Dgg.
i€Z 1+pNZ +pNZ
Donc
ka—1
rési—o((p~ Vv (Exp*(\), 6(1)e 7)) = > au(t! exp*/ '\, e Var.
i=k1 1+pNZp

Il reste & prendre la trace, i.e. a appliquer 'opérateur ZaG(Z/pN)* 04, €t on conclut
en utilisant la formule

aa(ti exp*/ xi)\) =t exp*/ '\ O

1+pNZ, a+pNZ,
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Remarque 2.11. — La formule ci-dessus pour laction de T' sur exp* se justifie
comme suit. Soit V,, = Z,[Gn] @V, ot Gy, = Gq,/Gq, () = (Z/p")*. Le lemme de
Shapiro fournit un isomorphisme H'(Gq,¢,), V) = H'(Gq, Vy) : si g + ¢4 est un 1-
cocycle sur Gq, a valeurs dans V;,, on peut écrire ¢, sous la forme ZbE(Z/p")* (5] ®@vp g,
et g — vp,g est un l-cocycle sur Gq,(¢,n) & valeurs dans V', et I'application du lemme
de Shapiro envoie g — ¢4 sur g — v1,4. Le cocycle g — vy 4 correspond & fb-‘,—p"zp c.
Par définition de exp*, il existe C' € BJ; ®V;, et v = exp*(c) € (B ®Vy,) 99 tels
que ¢g = (g — 1) - C +log x(g)v. Si on écrit v sous la forme } -y 7,0« [0p] ® vy, avec
w € (BiR ® V)SQrm) alors vy, = eXp*(beran c), et I'invariance de v par Gq, se
p
traduit par 35 ,c z/pn)+[x(9)6] @ 9(V6) = D e (z/pm) (0] @ vp. Si X(9) = a, identifiant
les coefficients de [0,], on obtient o,(v1) = vg, ce que 'on voulait.

2.4. Le B(Q,)-module II,,(D)
On rappelle que A = W(C?), AT = W(0p») et AT+ = W (mgs). On pose
A —A/A*, B —Q ez A
On note p = [p’] € A+, avec p’ = (p,p'/?,...) € C".
2.4.1. L’injection de I1,(V') dans A:@ V. — Soit D € <I>F~et(A), de rang 2, avec
A= 0g, &, etsoit V="V(D).Soient D = (A@V)# et D = (A*®@V)H. D’apres [13]
cor.11.2.9] et [I7] rem.II1.27], on a une suite exacte de P-modules
0— D/D* = 11,(D) — M — 0,
ot M est un sous-quotient de D*/ D% et U agit trivialement sur D¥/ D qui est de type

fini sur Z, ou Q,. On peut compléter cet énoncé de la maniére suivante.

Proposition 2.12. — On dispose d’une injection P—équivariante@
I1,(D) = (A~ @ V)
prolongeant Uinclusion naturelle D/D < (A~ @ V)H.

Démonstration. — Soit z € M. Choisissons Z € II,(D) relevant z. Comme U agit
trivialement sur M, on en déduit un 1-cocycle u — z, = (u —1) - Z sur U, & valeurs
dans 5/5+ CA®V. D’apres le lemmeci—dessous, il existe c € A~ ®V, unique,
tel que 2z, = (u — 1) - ¢. Comme 0(2,,) = z,, pour tout o € H, I'unicité de ¢ implique
ce (A~ ®@V)H, ce qui permet de conclure. O

Lemme 2.13. — On a

H'(U,A")=0 et H'UA")=0.

8. L’action de P sur D, D est (p’;a ll’) v =[] pF(oa(v)),sik €Z,ac Zy et b€ Qp.
9. Méme action que ci-dessus sur le membre de droite.
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Démonstration. — On utilise la suite exacte 0 — AT — A — A~ — 0 et la suite
exacte longue de cohomologie associée.

e Comme U est la limite inductive des U(p~"Z,) qui sont procycliques, on a
H?(U,M) = 0 pour tout module M muni d’une action continue de U.

e L’action de u(b) = ($%) sur A est la multiplication par [¢%]. On en déduit que
HO(U,A) = 0.

e Si u > z, est un 1-cocycle & valeurs dans A, ona ([£%] — Dzym) = ([ = 1) 2zy(a)
pour tous a,b € Q,. Il s’ensuit que z = [ea] a1 Zu(a) D€ dépend pas du choix de a, et
w > 7z, est le bord de z. On en déduit que H'(U, A) = 0.

eSiz, €At pour tout u, cela implique que ([¢?] — 1)z € At pour tout a € Q.
z) >0,
pour tout n; en faisant tendre n vers +oo, on en tire z € ET. On peut appliquer ce

n

En reduisant modulo p, et en prenant a = p~™, on en déduit que vg((e —1)P

qui précede a %(z — [2]) et une récurrence immeédiate suivie d’un passage a la limite
permet d’en déduire z € AT, Il en résulte que H*(U,A+) =0

Le résultat s’en déduit via la suite exacte longue de cohomologie. O

2.4.2. Le modéle de Kirillov de II,(V) @ V*. D’apres la prop.2.12] II,(V) est
naturellement un sous- P-module de (A ® V) On dispose donc d’une application
naturelle
w:IL,(V)eV* — B, (a®@v) R0~ (0,v)a

(Si V est une Op-représentation, alors w est a valeurs dans ;&’)

On peut utiliser w : IL,(V) ® V* — B- pour fabriquer un modéle de Kirillov : on
pose

Hpweo(@) = (0,(59) -v), sivell,(V)etveV*

Cela fournit une application P-équivariante (non nécessairement injective) :

Hy IL,(V)@V* = €(Qp.B7),  ((§1)9)(2) = [*]¢(az)
De plus, on a les relations suivantes :
U(%/ v®v < ( 7) ) > = Ji/ U(v®{))(X(U)‘r)
P(Hpen(x)) = (0 (pdw (1)) v) = Hpves(pr)
Si on fait agir p et Gq, sur ¢(Q;,B™) par
(0~ ¢)(@) = p(d(p~ '), (0-¢)(x) =o(¢(x(0) "))
les relations ci-dessus se traduisent par le fait que .7}, est ¢ et Gq, -équivariante.

Si V est la restriction d’une représentation V de Gq, on peut étendre .7, en une
application Gq x G-équivariante

— * G G
Ky (V) @V = Ind2 Q. BY), Hpuw(0,9) = Ky (emg)w

Proposition 2.14. — Si V est absolument wrréductible, alors JZ’; est injective.
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Démonstration. — Le noyau est stable par Gq x P, et donc est de la forme II ® ‘7*7
ou IT est une sous-P-représentation de II,(V'), puisque V est supposée absolument
irréductible. On veut prouver que II = 0; supposons le contraire. Quitte & remplacer
II par une sous-P-représentation, on peut supposer que Il est une composante du
P-socle de I, (V).

e Si V est irréductible, alors IT = II,,(V) et on obtient une contradiction car w n’est
pas identiquement nulle sur IL,(V) @ V*.

e Si la semi-simplifiée de V est x1 @ x2, alors il existe ¢ = 1,2 tel que II C
B(xi, x3—i) (le quotient est de dimension < 1 sur L) et alors x; L est un quotient
de V*. Dans ce cas, la restriction de %, a T ® V* se factorise & travers 1T ® x; ' et
Papplication induite est celle obtenue en remplacant V' par x; (i.e. IT C (f%‘ ® xi) "
et J, envoie (a ® x;) @ x; ! sur a); cette application est injective, ce qui conduit a
une contradiction. O

2.4.8. Conséquences de l’existence d’un modéle de Kirillov pour I1 @ V. — Les ré-
sultats de ce n°® nous serviront pour établir une compatibilité local-global pour la
correspondance de Langlands locale p-adique (th.|[12.4)).

Lemme 2.15. — Soit W une O -représentation de Gq,, de rang fini. S’il existe une
fleche A -linéaire o : A~ @ W — A~, non nulle, commutant auz actions de Gq,
et @, alors (W*)%@ £ 0.

Démonstration. — Soit e;, i € I, une base de W. Sin > 1, soit x,, € A un relévement
de ' (p~" ®e;). Alors pryy1 — x, € AT et donc p"z, converge vers un élément
 (e;) € AT. On aalors # (p~ " ®e;) = # (e;)p~" ; on en déduit que H (D, aie;) =
>, K (ei)ai, si les a; appartiennent a A- (si k > 1, il existe n tel que p"a; € A+
modulo pkg et on déduit le résultat en passant a la limite sur k). Autrement dit,
Homzy | (:&_ ® W,;&_) = At ® W*. L'invariance de ¢ par ¢ se traduit par son
appartenance & (;&"‘@W*)“":l = W™ et son invariance par Gq, par son appartenance
a (W*)%a, O

Proposition 2.16. — Soit V' une L-représentation de Gq,, et soit Il une repré-
sentation unitaire de G(Qy). S’il existe une fleche Gq, X (pOZ le )-équivariante|1?)
nev — ]~3’, non nulle, alors il existe des fleches Gq,-équivariantes V — V (II)* et

V(II) — V*, non nulles.

Démonstration. — Quitte & multiplier notre fléche initiale par p*, on peut choisir des
Op-réseaux Vj et Iy de V et II, stables par Gq, et P(Q,), tels que la restriction a
Iy ® V; soit & valeurs dans A~ (car II est de longueur finie comme P(Q,)-module
topologique). On a Iy C (A~ ® V(IIy))¥ et la commutation a Daction de ((1) le)
équivaut a ce que la fleche soit W((Zp[upoo])b) = Aap—linéaire, ce qui permet de

10. Gq, agissant par (X(O") (1)) ® o sur le terme de gauche.
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Pétendre en une fleche AT-linéaire A~ @ (Vo ® V(Ily)) — A~ qui commute 2 Gq,
et & ¢ (qui encode laction de (g (1))) On peut donc appliquer le lemme aw =
Vo ® V(IIy) pour en déduire le résultat. O

Remarque 2.17. — Si II est irréductible, V(II) est irréductible (en effet, II est
isomorphe a IT,,(V(II)) a des représentations de dimension finie pres, et l'irréductibilité
de V(II) résulte de [I3] rem.11.2.3]). La prop.[2.16|restreint donc fortement les V' pour
lesquelles II ® V' admet une fléche équivariante non nulle vers B-.

3. Correspondances de Langlands en famille

Dans ce chapitre, on construit la représentation IT(pr) de G(AI*l) associée a une T-
représentation de Gq. Cette représentation est obtenue en prenant un réseau naturel
du modeéle de Whittaker du produit tensoriel restreint de représentations ITy(pr) de
G(Q) associées aux restrictions de pr aux Gq,. La construction des II;(pr) est
différente selon que ¢ = p (cf. § ou { # p (cf. §. On termine par la définition
du modéle de Kirillov de pr ® II(p%).

3.1. Quelques notations

8.1.1. L’espace Z. — Soient T une Op-algébre noethérienne locale compleéte,
réduite, d’idéal maximal my et de corps résiduel ky, = F,,.
Si M est un T-module, on définit des duaux M* et M® par :

M* = HomﬁL(M7 ﬁL)a M? = HOHIT(M,T)

Remarque 3.1. — On peut décomposer T[1] sous la forme [[..; A;, ott I est fini
p icl

et A; est connexe. Soit e; € T[%] I'idempotent correspondant & A;, et soit T; := e; T

Alors A; = Ti[%], et T — [], T; et le quotient est tué par une puissance de p, ce qui

permet de ramener beaucoup de questions au cas oit T' est connexe.

Soient 2" := SpecT et 2 := Spec T[%] Alors 27 est un ouvert de 2" dont les
composantes connexes sont les 27 := Spec Ti[%}.

Les composantes irréductibles de 2~ et 2" sont en bijection avec les idéaux
premiers minimaux de 7T'; on note 2 et 27 les composantes correspondant a a
(i.e. Zy = Spec(T/a))

Sip € &', on note k(p) son corps résiduel. On dit que p est un point de 2" si k(p)
est une extension finie de L; ces points correspondent donc aux idéaux maximaux
de T[]

1
P

11. Ce qui suit s’applique a une algébre semi-locale : il suffit de I’écrire comme produit d’algébres
locales et de prendre le produit des correspondances pour chaque composante.
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3.1.2. La représentation pr. — Soit pr : Gq,s — GL2(T') une T-représentation
continue de Gq 5. Si T'— A est un morphisme d’anneaux, on pose pp := A ®r pr, et
on note simplement p la représentation pr/m, = kL @7 pr-

On dit qu’un point p de 2 est £-problématique (resp. £-pathologique), si la restric-
tion de p,(p) & Gq, est (507’ (1)) ®4 et si celle de py(q) est (EO” T) ® 4, avec * non scindé,
pour au moins un (resp. pour tout) idéal premier minimal a contenu dans p. Les points
f-problématiques sont contenus dans un fermé de Zariski de codimension > 1.

On dit que p est p-pathologique si la restriction de p.,) & Gq, est de la forme
(be) w5

Si ¢ est un nombre premier, on sait associer & pr (ou plutot a sa restriction a Gq,)
une T-représentation II;(pr) et une kp-représentation II,(py) de G(Qy). La recette
est différente suivant que £ = p ou que £ # p, et les spécialisations se comportent mal
aux points problématiques ce qui nous conduit & introduire les notions suivantes.

Si € # p, on note I (p,(p)) le socle de I (p,(p)) 5 on a P (0, () = I (pp(p))
sauf si la restriction de p.) & Gq, est (56” (1)) ® ¢ auquel cas le quotient est de
dimension 1.

Si £ = p, on pose Hglin(pﬁ(p)) = II,(pr(p)) si p n'est pas p-pathologique. Si p est
p-pathologique, Hg““(p,i(p)) est la représentation définie dans la rem.[2.1

3.2. La correspondance modulo p

Commencons par la définition de II,(5).

e Si ¢ # p, il existe (|27 th.4.3.1], [28| th.5.1.5], [38]) une unique kz-représentation
I, (pr) de G(Qy) vérifiant :

(i) Hy(pr) est de socle générique et irréductible, et le quotient par le socle est de
dimension finie sur kj,.

(ii) Si p: Gq, — GL2(0k) est un relévement de kx ® pp, et si II;(p) est Punique
réseau de Iy (K ®g, p) tel que kx ® Ip(p) vérifie (i), alors kx ® Ip(p) — W (pp).

(iii) ITg(py) est minimale relativement aux conditions (i) et (ii).

On note ITP" (p7) le socle de I1,(pr).

Si pr est non ramifiée, on définit II}" (pp) comme k ®¢, IL/(p) pour n’importe
quel relévement non ramifié p de pp. On a

P (pr) < I (pr) < We(pr)

e Si £ = p, il existe une unique kz-représentation II,(5;) de G(Q,) vérifiant :
(i) II,(py) n’a pas de sous-kr[G(Qp)]-module non nul, de dimension finie sur kr,.

(ii) V(I (p7)) = pr-
(iii) II,(pp) est maximale relativement aux conditions (i) et (ii).

On note I} (py) la représentation minimale vérifiant (ii).
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Remarque 3.2. — Dans tous les cas (y compris £ = p), le quotient I, (1) /IIP"™ (51)
est de dimension finie sur k. En fait, on a

7™ (pr) = We(pr)
sauf dans les cas suivants :
ol #petpp= (7 ])®0d, on le quotient est de dimension 1 ou 2 (voire 3 si p = 2),
suivant la valeur de * et la classe de ¢ modulo p.
el=petpp X (6 ;p) ® 4, ou le quotient est de dimension 2 (3 si p = 2).

3.3. Lecas /=p

Le T-module II,(pr) est la boule unité d'un L-banach, le &r-dual IT;(pr) de
II,(pr) est un T-module compact et méme un T[[K]]-module de type fini, si K est
un sous-groupe ouvert compact de G(Q,).

Soit T), := T'/ml.; c’est une Op-algébre de longueur finie. Soit p, = T, @7 pT, et
soit p, son dual de pontryagin. On a une suite exacte 0 — piBr" — P = Pn—1 — 0,
et donc une suite exacte 0 — py_; — pY — (pY )™ — 0. Posons

I0,(py) == (D(py) R P)/(D(py)* K P')

3

0= My(py_q) = My(py) = Hp(Pi/)@m —0

Si pp n’est pas de la forme ((1) *), alors on a une suite exacte

Si pr est de la forme ci-dessus, on a une suite exacte
0= Ip(pp—1)" = Wp(py) = Mp(p )™ — 0

ou I, (p,/_1)" contient IL,(p,/_;) et le quotient est de longueur finie sur &,. Soit alors
IL,((p5)Y) == lim IL,(py), et soit (T, désigne le module de Tate)

I, (pr) = T, (I, ((p7)"))
En tant que T-module, IT,(p,) est une somme directe de copies de T,Y (au moins dans
le cas générique; dans le cas exceptionnel, c’est le cas & un &r-module de longueur
finie prés). Il s’ensuit que II,(pr) est une somme directe complétée de copies de
T := Homg, (T, 01), et donc que la T-torsion est dense dans II,(pr) (car elle est
dense dans 7).

Remarque 3.3. — (i) Soit p® = (p%.)* (c’est aussi le module de Tate de (p$)Y, dual
de Pontryagin de p5). La prop. s’étend a ce cadre : on dispose d’une injection
P(Q,)-équivariante

I, (pr) < (A~&pP})".
(On a I, (pY) < (A~&pY), et donc IL,((p5)Y) — (A~&(p3)Y), et on conclut en
prenant le module de Tate des deux membres.)

12. Par construction, II(p,/) est la plus petite représentation IT de G(Qp) vérifiant V(II) = p,/.
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(ii) Le caractere central de II,(pr) est
wr, = (z|z],) " det pr.

(iii) Si p est un point de 27, alors II,(pr)[p] — IL,(pu(p)) avec égalité sauf, peut-
étre, si p est p-pathologique ot 'on peut juste assurer que ILM" (p,(p)) <= I (p7)[p].

(iv) On a I, (pr)* < D(p$(1))* M P!, avec égalité sauf, peut-étre, si pp = (§ <)
en restriction & Gq,, auquel cas, le quotient est de type fini sur 7'.

8.3.1. Le modele de Kirillov. — Soit T := Homg, (T, O'1,). On peut utiliser I'injection
I, (pr) < (A_G/i\)p%)H et I'accouplement tautologique ( ,) : p§ % p% — O, pour fabri-
quer un modeéle de Kirillov (non nécessairement injectif), T[P(Q,) x Gq,]-équivariant

Hy s 5 @1 Wy(pr) = €(Q), T @7, A7)
vérifiant :
(Hpawu(@),A) = 0, (§9) -0}, = (0, (§3) - Av),  siAET, 0 €pfetvelly(or)
Soit alors %‘G’ lapplication T[G(Q,) x GQ]—équivariante :

G e . ~_
HE: p @r y(pr) — Ind Q) Ga C(Qp OLOAT) Hpos(9:0) = Hp (g.0)(van)

P(Qp)xGq,
Proposition 3.4. — Si pp est absolument irréductible, %G est une tsométrie sur
son image.
Démonstration. — 1l suffit de prouver que %‘G’ est injective modulo my. Le noyau

est un T(G(Q,) x GgJ-module, et il suffit donc de prouver que %‘G est injective sur
le T[G(Qp) x Gq-socle de M =k ®¢, (p7 @7 I, (pr)).

Le T[G(Q,) x Gql-socle de M est le G(Q,) x Gg-socle de M[my]. Or M[my] =
(p5/mr) @ (kr, @g, IL,(pr))[mr] = by @1, (pr) et son G(Q,) x Gq-socle n’est autre
que py ® socg(q,) (I, (Pr)) car py est supposée irréductible. Mais socg(q,) (I, (57))
est une somme directe de représentations irréductibles de dimension infinie, et on est
ramené a vérifier que 7, : V(7)Y @ — €(Q;, ]:3’) n’est pas identiquement nulle si 7w
est une représentation irréductible de G(Qjp), de dimension infinie. Ceci est clair. O

3.8.2. Un résultat de densité

Théoréeme 3.5. — Soit X C Z . Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) X est zariski-dense dans 2.

(i) > ex Hp(pr)[pa] est dense dans I1,(pr).

Démonstration. — Par dualité, on est ramené a prouver que Nyex Pz - (D(p5(1))F K
P') = 0 si et seulement si X est zariski-dense. Cela résulte de ce que D(p%- (1)) K P?
est un T-module compact, sans T-torsion. O

13. Avec action naturelle de T" sur le membre de droite, et les actions de P(Qp) et Gq,, du n°2.4.2
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On dit qu’'un point p de 2 est sympathique si la restriction & Gq, de py(p) est
irréductible, de Rham, & poids de Hodge-Tate distincts. De maniére équivalente, p est
sympathique si et seulement si Hp(p,{(p))alg est dense dans IT,(p,(p))-

Corollaire 3.6. — Si les points sympathiques sont zariski-denses dans 2, alors

(Hp(pT)[%])alg est dense dans Hp(pT)[%].

3.4. Lecas { #p
3.4.1. Le P(Qg)-module ITCC(QZ‘, A). — Si A est un Zy-module, on note LNC(QZ‘,A)
I’espace

N localement constantes,
LC(Q;A) = {¢ : Qz‘ — Z[l"’éx] ® A, asupport compact dans Q, }
oa(¢(x)) = ¢p(ax) Ya € Z], x € Q]

ol 0, agit sur Z[ptse]. On note
LC.(QF,A) C LC(Q], A)

le sous-espace des fonctions & support compact dans Q7. On munit ITé(Q}f,A) de
laction de P(Qy) donnée par

((8%)9)(2) := ec(ba)g(ax)
Le sous-espace IT(/]C(Q}‘, A) de LNC(QZ‘, A) est stable par P(Qy).

Lemme 3.7. — Soient A C A’ des Z,-modules. Si M est un sous-Z,-module de
LC(Qp,A') stable par P(Qy), et si M NLC.(Qy,A) C LC.(Qj},A), alors M C
LC(Q7, A)

Démonstration. — Si ¢ € M, alors ((1¢,") — 1)¢(x) = (ee({""x) — 1)p(z) € A,
pour tout n € Z. Or e;({~"x) — 1 est inversible dans Z, ® Z[p] si ve(xz) < n — 1.
Le résultat s’en déduit. O

8.4.2. Modéle de Kirillov et modéle de Whittaker. — Si 7 est une T-représentation
7w de G(Qy), un modele de Kirillov pour 7 est une injection P(Qy)-équivariante ¢ :

7 — LC(Qj,T). Il arrive (rarement) que l'on dise que £ est un modéle de Kirillov
méme si % n’est pas injectif.

Remarque 3.8. — (i) Posons

LC(G(Qq), T) := Indg G LC(Q}, T)

Comme LC(Q},Z[p, | @z T) = Zp,] ®z I:\C/J(Q}T) est I'induite de U(Qy) a P(Qy)

du caractére ey, on a

Z,(1)) ©2 LO(G(Q0), T) = nd Qe

(induite a coefficients dans Z,[u,] @z T).
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(i) Si A — LNC(Q;‘, T) est un modele de Kirillov d’une T-représentation 7 de
G(Qy), on peut étendre # en un modele G(Qy)-équivariant (modéle de Whittaker)

HC w5 LC(G(QY),T), avee H#,(g) = Hg(1).
On récupeére J, par A, (z) = A5 ((59)).

v

(iii) Le modele de Kirillov est plus pertinent pour les applications arithmétiques
a cause de son lien avec les ¢-développements de formes modulaires; le modéle de
Whittaker est plus facile a utiliser pour les purs problémes de représentations car il
est G(Qy)-équivariant et pas seulement P(Qg)-équivariant (ou B(Qy)-équivariant en
présence d’un caractére central).

Si J#, n’est pas divisible par m; dans ITé(Q;,T), alors #,C n’est pas divisible
par my, dans ITC(G(Q@),T), mais la réciproque peut étre fausse et donc m peut étre
p-saturée dans IIJ(G(QZ),T) sans l’étre dans Ijé(Q;,T) (c’est une des raisons qui
font que le modéle de Whittaker est plus commode pour les purs problémes de repré-
sentations).

3.4.3. Une construction possible de II;(pr). — Notre construction de II;(pr), pour
{ # p, est une variante de celle de Emerton et Helm [28], (cf. n°[3.4.§ pour la com-
paraison avec la théorie de Emerton-Helm). On demande a IIy(pr) d’étre une T-
représentation lisse de G(Qy), sans T-torsion, interpolant la correspondance classique
au sens que :

e (a) @7 y(pr) =115 (py(a)) si a est un idéal premier minimal de 7.

e k(p)@ry(pr) = Hﬁl(pﬁ(p)), si p est un point de 27, sauf si p est f-problématique
ou £(p) @ Me(pr) = TP (pe(p))-

La maniére la plus rapide de construire un tel IT;(pr) est de commencer par définir
IS (pre(r)) comme [T, 11§ (py(a)), le produit portant sur les idéaux minimaux de T
(Panneau total des fractions Fr(T) est le produit des x(a)) identifié & son modéle de
Whittaker (cf. rem.[3.8). Il suffit alors de poser

e (pr) == We(preery) N LC(G(Qe), T)

I'intersection étant prise a I'intérieur de I:E(G(Qg), Fr(T)).

Comme cette définition est peu explicite, nous allons en donner une variante avec
laquelle il est plus facile de faire des calculs. En particulier, nous aurons besoin d’une
description précise dans le cas non ramifié, et nous traitons ce cas en détail (n®
et les calculs sont parfaitement classiques).

3.4.4. Modéle de Kirillov des induites paraboliques. — Soient x1,x2 : Qf — 1™ des
caractéres continus. Soit I(xz2,x1) l'induite parabolique

I(x2,x1) = Ind5 (x1 @ | [; ' x2)
définie par :

I(x2,x1) ={6:G(Q) = T, ¢((g)z) = x1(a)x2(d)|d|; " p(z)}
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muni de l'action (g x ¢)(x) = ¢(zg). Nous allons étudier le modeéle de Kirillov de

I(x2,x1)- B
Si ¢ € I(x2,x1), on note ¢ : Q; — T la fonction

= o) =o((L18)(577) = (% 3))
L’identité
(X0 (es) = (57 =) (D ae)

fournit le résultat suivant.

Lemme 3.9. — L’application ¢ — ¢ induit un isomorphisme

I(x2,X1) > LC(Qp,T) © T - oo, 00 boo := Lquvez,| | ' X2X1 "

et l'action de G sur l’espace de droite est donnée par

(25)o(x) = xa (4529 a — cxly 'xala — cx)o(£232)

Si ¢ € I(x2,x1), on note %y la fonction définie par

Holy) :()/Q o(( 4 8)(47))erl~x) da

L’identité
(%81 = (%))
nous donne

Haly) = Holy) = (- De)lyly! /Q 3(~x/y)ed—z) dx

L’application ¢ +— 5 ou ¢ — Ay est le modele de Kirillov de I(x2,x1). On note
J (x1,x2) 'image dans m(Qg, T) de l'application ¢ — 7.

Lemme 3.10. — Ecrivons xax;~ = nurg avec n(p) = 1 et nrg(z) = B,
Alors[12]

x2(=1) (55,1 1z, le_%Xz — %147125962) n=1,

A, = Goa) U
= ﬁ’N%Xl(fl)Iszzﬁ n ramifié, de conducteur ¢~V .
Démonstration. — On a
Ao 0) = a1 e ) e yen(—s) da
Qe\lyZ,
—xa(-Veta® [ ol i @) de
Qo \lyZ,

On peut découper cette intégrale en 5, ., Jonge-
— e

14. Avec la convention X11:l3BX2 () = x1(z)(L + B+ - + BY(®)) qui permet d’inclure le cas ot

B — 1 n’est pas inversible.
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e Si 7 est ramifié de conducteur ¢V, la seule de ces intégrales qui est non nulle est
/ xoxi (@er(—z)de =N > p@)e(—x/tN) = B Nn(=1)G(n)
Nz 2e(Z/ON)*

Comme E_NZZ‘ C Q¢ \ lyZy, si et seulement Z7 C Qg \ NFTLyZ,, et donc si et
seulement si v(y) + N +1 > 1, on a @ = B Vn(=1)G(n)G(x2) *14-~gz,x1. Par
ailleurs, G(n)G(x2) "'G(x1) € Q* et est une unité de Z, ; il s’ensuit que

G(X2X1 )G(X1)6— cT*.

a = aply-ng, %7 ol ag = 1(—1) G(x2)
On en déduit la seconde formule.

e Si ngl_l = nrg, alors

0 sin < -2,
/ =0 171 sin=—1,
Tl - sin>o.
Si ve(y) = —1, seul n = —1 contribue, tandis que si v¢(y) > 0, on obtient
ve(y)

a®)(— B+ Y (1= hEY) =) (- 187+ (1 )W)

1—1)B2
w(l )Xl(y) ég(lllg)XQ(y)

D’otl, en utilisant le fait que x1 = Bya sur £~1Z,,

_ x2(=1) (-1 (e-1)B
Koo = G2(X2) (1Z£ ’ (éﬁ(l—ﬁ)xl B(1— )X2) *12*1Z;X2)
On en déduit la premiére formule en utilisant l’identité lp-1z: + 1z, = 141z, et
I'identité

(€8 = 1x1 = (€= 1)Bx2 = (1B~ 1)(x1 — Bx2) = B1L = B)x2 O
Proposition 3.11. — (i) Sin # 1, alors
H(x1,x2) = LCe(Q}, 1) @ T 12, 55 © T 17, 525
(ii) Sin =1 (et donc G(x1) = G(x2)), alors
H (x1,x2) = LC(QF, T) © T - 12, =0 (5 - Bgy) 0T 1z, 52,5

Démonstration. — Le changement de variable x = —yu nous donne

H(y) = xa (=

u)eg(yu) du

Comme la transformée de Fourier induit un isomorphisme de LC.(Qg,T) sur
LC.(Q¢,T), on en déduit que J#(x1,x2) est la somme directe de %LCC(Qg,T)

et de T'- %, . Comme la multiplication par Gé?z) est bijective sur mC(Q§,T)7 le
lemme permet de conclure. O]
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Remarque 3.12. — Si x2 = | |¢x1, et donc = 1 et B = (71, le facteur ¢ — 1
s’annule, ce qui traduit le fait que le modéle de Kirillov n’est pas injectif (ce qui est
rassurant car Indg (x1 ® x1) contient le caractére xi, et I.Té(Q;T) ne posséde pas
de sous-module de type fini stable par P(Qy)).

3.4.5. Induites non ramifiées. — On suppose dans ce qui suit que ¢ ¢ S, et donc que
X1 et x2 sont non ramifiés (et G(x1) = G(x2) =1 et x1(—1) = x2(—1) = 1).

Lemme 3.13. — o := ¢poo+14z, est invariante par G(Zy) et Hy = éi—gl ze’“%%@.
Démonstration. — Soit o/ := 1yz,, et donc a = ¢ + o’. Pour vérifier I'invariance

sous I'action de G(Z;), il suffit de vérifier celle par w = (9 }), par (4 %) pour b € Zy et

par (8 ?) pour a € Zj. Pour cela, on utilise la formule du lemme Onaw-¢o = 1z,
et w - 1Z; = lz;7 et comme o = ¢ + 1z, — lz; on en déduit l'invariance par w;
celle par (8 (1)) est immédiate (et ¢, et o’ sont invariantes); pour celle par ((1) ’1’),

on réécrit o + ¢oo sous la forme 1z, + 1, \z,%c0, €t les deux morceaux sont alors

invariants.

La transformée de Fourier de o/ est £711,-17, et donc H#o = £711,-17,x2. Le
résultat est alors une conséquence directe du lemme [3.10 O
Proposition 3.14. — Si ngl_l =nrg, on peut prolonger (de maniére unique) !’ac-

tion de G(Qg) sur # (x1,x2) @
Iy (x1,X2) = LCo(Q}. T) & T - 1z,x2 & T - 1z, X722

de telle sorte que Uaction de P(Qy) soit induite par celle existant sur Ijé(QZ‘,T) et

1Z2X11:%X2 soit fize par G(Zy).

Démonstration. — L’unicité est claire. Posons v = 1z, Xlli%m. Si 3 — 1 n’est pas un

diviseur de 0, 'action ci-dessus est induite par celle existant sur Fr(7T") & I(x2, x1); il
suffit donc de vérifier qu’elle stabilise II;(x1, x2) et il suffit de vérifier que c’est le cas
pour les actions de w et de P(Qg). Comme ITy(x1, x2) = # (x1,Xx2) + T v la stabilité
par w est claire puisque les deux morceaux sont stables. Comme ((1) ’1’) -v — v est
& support compact dans Qj, cela montre la stabilité par ((1) ng ) Comme celle par
(% 1

) est claire, il ne reste que celle par (‘61 (1)) a vérifier ; celle-ci suit de I'identité

xi(0) (4 Qv —v=1zx

et de 'appartenance de 1z,x2 & 2 (x1,x2)- Le cas ot £8 — 1 est un diviseur de 0
s’obtient par spécialisation (les formules pour laction ci-dessus sont polynomiales

en ). O

Remarque 3.15. — Si ¢ —1=0 (i.e. xa =] |ex1), la représentation de G que l'on
obtient est Tnd%(| [,x1 ® | |, 'x1) alors que I'on est parti de Ind%(x1 ® x1), la division
par 0 ayant permis de faire passer le caractére y; o det de sous-objet & quotient.
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3.4.6. Construction de IIy(pr) : le cas connexe. — Si T[%] est connexe, la restriction
de la semi-simplifiée p7: de pr au sous-groupe d’inertie est constante, et il y a trois
possibilités :

® pr = po g, X, OU po : Gq, = GL2(O) est absolument irréductible et x :
Q) — T* est un caractére localement constant, auquel cas II;(pr) = x ®¢, II(po)
et TI(po) est un réseau d’une représentation supercuspidale dont le modeéle de Kirillov

est LC.(Qp, OL).
e pr = X1 ® X2 avec x2X; - ramifié. Dans ce cas, on pose I;(pr) := (X2, x1)-

e pI¥ = x1 ® x2 avec x2X; - non ramifié. Dans ce cas, on définit IT,(p3*) comme la
représentation Iy (1, x2) de la prop.|3.14

o Si pr ® x;* est non ramifiée, on pose Iy (pr) := M(p%).

o Sipr® xfl est ramifiée, quitte & échanger y; et x2, il existe des idéaux premiers
minimaux a de T tels que x(a) ® (pr @ x; ') soit une extension non triviale de 1 par
| |¢. On doit avoir TI(pr) = x1 @ IM(pr ® x; ') et donc, quitte & tordre par y;*, on
peut supposer que p3: = 16 x, avec x non ramifié, et qu’il existe a premier, minimal,
tel que x(a) ® pr soit une extension non triviale de 1 par | [e.

Soit I I'ensemble des ces a, et soit I3 son complémentaire (ce sont des ensembles
finis). Soit T} = [[,e;, T/a, si i = 1,2. L’application naturelle 7" — T7 x T3 est
injective ; on note by 'image inverse de {0} x T3 et ba celle de T} x {0} et T; = T'/b;,
si ¢ = 1,2. L’application naturelle T — T x T, est encore injective, et pp, est non
ramifiée alors que, pour tout idéal minimal a de T, x(a) @ pr est une extension non
triviale de 1 par | |¢.

On a une suite exacte G(Qg)-équivariante

0—T1®St = I(p7) = T1 — 0

et une surjection Il,(p7) — Il,(pT,) (induite par la surjection 7' — T7). On définit
SS

II;(pr) comme le noyau de la fleche composée II,(p5) — T7; on a une suite exacte
G(Qe)-équivariante

3.16 0— Iy(pr) — My(pF) = T1 — 0
T

Remarque 3.17. — (i) Au niveau des modéles de Kirillov on a, dans les notations
de la prop.[3:14] un isomorphisme de T-modules

Iy(pr) = I:\CC(Q;,T) ST -1z,x2 D by - 1Z£>(11%66>(2

(le by apparait comme noyau de 7' — T3); en particulier, ITy(pr) n’est pas nécessai-
rement libre sur 7' (mais pas loin).

(ii) En appliquant M +— Tp ®p M a la suite exacte 7 on obtient une suite
exacte Ty @7 y(pr) — My(pp,) — T/(b1,b2) — 0. En particulier, la fleche naturelle
Iy (pr) — Ie(pT,) n'est pas nécessairement surjective bien que pr — pr, le soit.
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Remarque 3.18. — Dans tous les cas, II;(pr) contient IT@C(QZ‘,T) et le quotient
Je(pr) est un T-module sans torsion engendré par au plus deux éléments, et libre sauf
dans le dernier cas.

3.4.7. Construction de Iy(pr) : le cas général. — Si T — [, T; ou les TZ[%}] sont
connexes comme dans la rem. on définit IT,(pr) par

Me(pr) = (] Melpr)) NLC(G(Q0), T)
I'intersection étant prise dans ITE(G(QgL [L 7).
Si pV tue ([, T;)/T, alors p™ tue (I[;e(pr,))/Me(pr). En particulier, dans le
modeéle de Kirillov, IIy(p7) contient pNLC.(Q},T).
Remarque 3.19. — On déduit de la classification [66] des représentations de G(Qy)

modulo p que kr @7, y(pr,) a une et une seule composante de Jordan-Holder de
dimension infinie qui n’est autre, pour tout i, que Il (pr).

Proposition 3.20. — Sip est un point de Z°, alors

s (p,, si p nest pas C-problématique,
k(p) @1 He(pr) = { £ (onir)

H;nin(pﬁ(p)) si p est L-problématique.

Démonstration. — Comme ’énoncé est rationnel, on peut supposer que T[%] est
connexe, et alors le résultat est immédiat sur la construction. O]
3.4.8. Comparaison avec la théorie d’Emerton et Helm. — Notons H?H(pT) le p-

saturé de 'image de T' @7 II;(pr) dans I:E(G(Qg), T). Donc ITFH (pr) est de T-torsion
(la T-torsion est dense dans 7).

Ezemple 3.21. — Si T = 07, alors IIFY(pr) est I'unique (4 homothétie prés) & -
réseau de II9(L ®g4, pr) dont la réduction modulo m;, a un socle générique (que
Iy (pr) vérifie cette condition est un cas particulier du (i) du th.[3.23| ci-dessous).

Remarque 3.22. — (i) Si on remplace II;(pr) par un sous-réseau dans la définition
de H?‘H (pr), on obtient le méme résultat puisqu’on p-sature. Cela permet de se ra-
mener au cas connexe pour beaucoup d’arguments : si 7 < [[,7; comme dans la
rem.|3.1} on peut remplacer I1,(p7) par @;pN 1L, (pr,).

(ii) Si n est un idéal de T' (un tel idéal est automatiquement fermé, et n[%] est
fermé dans T[1]) et si T, := T//n est sans p-torsion, alors T'[n] = T}, Il s’ensuit que

E% (pr) [n] = I (pr) N LC(G(Q), Th)

Théoréme 3.23. — (i) Le socle de ki, ®¢, IFH (pr) est irréductible, de dimension
infinie sur ky,.

(i) Si p est un point de 2, alors ;% (pr)[p] est le réseau I (pr),) de
I (pr(p)) sauf sip est L-pathologique ot c’est un réseau de TIF™(py(p))-
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Démonstration. — Par construction,
kL ®ﬁL H?H(pT) — I:\C(G(Qf)a kL ®ﬁL T)

Son socle soc est tué par my car kr ®g, T est de mgP-torsion, et comme (k; Qgp,
T)[mr] = (T/my)V = kg, ce socle s'injecte dans LC(G(Qy), k) ; en particulier, il
est constitué de représentations génériques. Maintenant, les composantes de Jordan-
Holder de kr, ®¢, HEH(pT) sont parmi celles des kr, @7, II;(pr,) et on a donc soc =
[T (5)®" pour un certain r > 1 (cf. rem.. Mais le théoréme de multiplicité 1
affirme que II""(py) est de multiplicité < 1 dans LC(G(Qe), k). On a donc r = 1,
ce qui prouve le (i).

Pour prouver le (ii), on peut supposer que T [%} est connexe, et alors le résultat est
clair sur la description de IT;(pr), sauf dans le dernier cas (p5f ® x; * non ramifié et
pT & Xfl ramifiée) dont nous reprenons les notations.

Commencons par prouver que HEH(p7r)[b1] = TIFH(pp,). Tl résulte du (i) de la
rem.[3.17 et du (i) de la rem.[3.22] que TIF" (p7)[b1] contient comme sous-T-module

I‘N(jc(Q;’T2) S Tzlzéxg @ byT - 1z€x11%ﬂﬁxz

Or byT contient un réseau de T, d’aprés le lemme ci-dessous. On en déduit que
EH (p7)[b1] contient un réseau de IIEH (pr,) et donc lui est égal par p-saturation.
On en déduit le résultat pour tous les p appartenant a SpecTy (vu comme sous-
espace de SpecT'). Si p appartient au complémentaire (qui est inclus dans SpecTy),
on a IIF%(pr)[p] = x1 ® St qui n'est un réseau de II§!(p,(p)) que si po(p ® x; ' est
ramifiée, i.e. si p n’est pas f-pathologique.
Ceci permet de conclure. O

Lemme 3.24. — Soitn # 0 un idéal de T. Soit A(n) l’ensemble des idéaux premiers
minimauz a tels que n soit inclus dans l’idéal annulateur de la composante irréductible
Lo de 2 définie par a, et soient 0’ l'idéal annulateur de Ugg a(nyZa et T' = T/n'.
Alors il existe ¢ € N tel que pT' cn-T C T'.

Démonstration. — On ann’ = 0 et donc n-T C T[n'] = T, ce qui prouve I'une des
inclusions.

Si o € T, alors aT’[%] est fermé dans T’[%] et donc Hom(T’[%],L) —
Hom(aT” [%],L) est surjective. Maintenant, par construction, n, vu comme idéal

de T’ contient des éléments qui ne sont pas des diviseurs de 0. Choisissons un tel «.

Sipe Hom(T/[%], L), on définit A sur oT"[] par A(z) = u(£) ce qui est possible
car x — ax est une bijection de T'[%] sur oT"[1] grace a la condition mise sur a. On
peut alors relever A en \ € Hom(T’[%}, L), et on a @) = pu, i.e. la multiplication par
« est surjective sur Hom(T’[%], L) = T'[%]. Le théoréme de 'image ouverte permet
d’en déduire que a1’ D p°T’ avec ¢ € N ; a fortiori n- 7" D pT”. O
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Remarque 3.25. — On déduit du th. que IIFH (pr) est le module considéré par
Emerton et Helm (J27] th. 4.4.1], [28]), ou son &'-dual lisse [39] si on préfére le point
de vue co-whittaker.

3.4.9. Foncteur de Kirillov et nowveau vecteur. — Rappelons que L&IIy(pr) contient
LC(Q},T) (si T[%] est connexe, c’est déja le cas de Il;(p7)). On note vy, , la fonction

’Ué«’[ = lzz‘ ceL® Hf(pT);
c’est un générateur du foncteur de Kirillov [27), §4.1] de L&, (pr), i.e. le T[%]—module
7 =1 ¢ _
{ve LeT(pr), (Z(f Zle) v=v, Yo (§ 1)4'“ = 0}.
(Si vp o € Iy(p7), c’est un générateur du foncteur de Kirillov de Iy (pr).)
Remarque 3.26. — A priori, 'image de T®7 U%,Z est seulement incluse dans L ®g¢,
H?H(pT). Mais, si p est un point non /-pathologique de 2, 'image de la p-torsion est
incluse dans ITIF" (pr)[p] = 7 (pr/y) car 1z, appartient a son modele de Kirillov.

Comme le @'7-module engendré par les T'[p] est dense dans T, on en déduit que 'image
de T @7 vr , est incluse dans IE (pr).

Sif ¢ S, notons vy € Iy(pr) la fonction 1z, 24— ﬁm de la prop. De maniére
explicite, on a

0 six §é Zg,
vre(z) = . . .
X1(O)" +x1(0)" x2() + -+ x2(0)" six € "L} et n > 0.

C’est le nouveau vecteur normalisé (par la condition vy (1) = 1) de y(pr); il en-
gendre IIy(pr) en tant que T[P(Qg)]-module.
Un petit calcul fournit la relation

(3.27) (1= 0al0) +x20) (%" 9), + 0aOx20) (45" 9),) * vre = vpy

Remarque 3.28. — Si T = 0, la représentation IIy(pr) posséde un nouveau vec-
teur normalisé vy pour tout ¢ # p. Il existe P € 1 4+ X 01[X], unique, tel que

Pg(( 0 1)[)*”152”5“,[

De plus, deg Py < 2, et Py = 1 si IIy(pr) est supercuspidale. La relation (3.27) se
traduit, si £ ¢ S, par la formule

Pr=1—(x1() + x2(0)X + (x1()x2(£)) X2

Dans tous les cas, P,(£7*)~! est le facteur d’Euler en ¢ de la fonction L associée a pr,
i.e. Pp(X) = det((1— Xoé_l)lpze).
T
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3.5. Torsion par un caractére

Si F est un sous-corps de Q2P alors
H = Gal(F/Q)

est un quotient de Gq et méme de Gal(Q*/Q) = z* (lidentification se faisant
via le caractére cyclotomique). Comme la fleche naturelle Z* — A*/Q*RY est un
isomorphisme, H est aussi, naturellement, un quotient de A*. On note

Yy—7 et a—a

les morphismes Gq — H et A* — H ci-dessus.

On peut voir l'algébre de groupe complétée Z,[[H]] aussi comme 'algébre des
mesures sur H, & valeurs dans Z,. Si h € H, on note [h] la masse de Dirac en h (i.e.
I’éléement h vu comme élément de l'algébre de groupe). On munit Z,[[H]] d’actions
Z,[[H]]-linéaires de Gq et de G(A) en posant :

(3.29) Y A=[]A et gxA=[detg ']\, siye€GqetgeGA).

Par dualité, € (H,Z,) est aussi muni d’actions Z,[[H]]-linéaires de Gq et de G(A).
Soit #r = SpecZy[[H]]. Si [L : Q] < o0, alors #7(01) est 'ensemble des carac-
téres continus n : H — OF.
Soit maintenant 7' une algébre locale comme ci-dessus. On suppose que H est fini
ou isomorphe au produit de Z, par un groupe fini. Alors

T[H]) = Z,[[H]|®z, T
est une algébre semi-locale. Si 27 = SpecT' et Zpxy = Spec T[[H]] et si [L: Q,] <
oo, alors %T[[H]](ﬁL) = %T(ﬁL) X WF(ﬁL)
Si pr : Gq — GL2(T) est une T-représentation de Gq, on note prg) la T[[H]]-
représentation
pri) = Zp[[H||®z, pr,

ou Gq agit diagonalement. Si € Z7(0y,), on note p, la représentation

pz = (T'/pz) T pr,

ou p, est l'idéal de T correspondant & x. La représentation associée a (x,n) €
Zr(OL) x Wp(OL) = Zpuy(OL) est la tordue p, ® 7 de p, par le caractére 7
de Gq défini par 7(y) = 7(¥). En d’autres termes, la représentation py interpole ana-
lytiquement les p,, pour x € Z7(L) et prqy interpole analytiquement les tordues
des p,., pour x € Z7(L), par les caractéres continus de H.

La compatibilité des correspondances de Langlands locales avec la torsion par un
caractére fournit des identifications de T[[H]]-modules :

I (prya) = Zpl[H)®2, 1T (or) et Wy(pryay) = €(H, Z,) @z, L, (pr)
We(priay) = Zy[[H]] @z, W(pr), sit#p,
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et ces identifications commutent aux actions de G(Qy) en faisant agir G(Qy) diago-
nalement sur les membres de droite.

3.6. Globalisation
Rappelons que pr est non ramifiée hors de S.
3.6.1. La représentation I1(py) de G(AI>®l). — Posons
7 (pr) := Tavgpy (pr) @7 W5 (pr),
Uovgp) (p1) = ( @resvgpy Melpr)) /T-torsion, 15 (pr) i= @pgs(Me(pr), vr,e)

ot les produits tensoriels de la seconde ligne sont au-dessus de T" et ®@y¢s(Il¢(p7), v70)
est le produit tensoriel restreint des IIy(pr) relativement aux vy ; en ce qui concerne
Hs\vipy (p7), comme les Iy(pr), pour £ € S\ {p}, ne sont pas forcément libres, le
produit tensoriel peut introduire de la T-torsion.

En faisant le produit tensoriel des modéles de Kirillov locaux, on fabrique un
modeéle de Kirillov T'[P(Al>Pl)]-équivariant :

L TPl () — LO(AloPl* T)

Comme on a quotienté par la T-torsion en faisant le produit tensoriel, ce modéle est
injectif (c’est la raison principale pour quotienter par la torsion).

On a une injection P(Q,,)-équivariante 1, : I, (pr) < (A~ &p*) . Soit

L= A 1, TV () 7 T (pr) — DO(AI=7L, (R~ Bp) )

et soit H(pr)ns (le “ns” en indice signifie “non saturé”) 'image de ¢. On peut pro-
longer Vinjection T[P(Al*®)]-6quivariante TT(pr)us < LC(AI®PL* (A=&p*)H) en
une injection T[G(A!*)]-équivariante (® dans I'induite a G(AJ>®l), i.e. le modeéle de
Whittaker

[ A—2 Jooly 7~ 00,p|,*
LC(G(A7), (A~ 8p$)") := Indp -/ LO(Al P> (A= & ph)T)

Soit II(pr) le saturé de II(pr)ns dans cette induite ; i.e.
(3.30) M(pr) i= & (T(pr)p[L]) N IC(G(APR), (A8 b))

On munit II(pr) de la topologie induite par celle de A‘@p? (i.e. la topologie sur
I'induite est obtenue par limite inductive). Le (i) du th. ci-dessous montre que la
topologie induite sur II(p7)ys est la topologie initiale.

Remarque 3.31. — On peut définir de la méme maniére IIg(pr)ns et s(pr), et
on a

I(pr) = s(pr) ©7 W (pr), T(pr)ns = Ms(pr)ns ©r ¥ (pr)
(et THSl(p7) est un T-module libre).

15. En fait de produit tensoriel, ¢’est plutot un produit extérieur : (Mpge)((we)e) == [, de(e)-
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Théoréeme 3.32. — (i) Il existe c € N tel que II(pr)ns C (pr) C p~II(pr)ns-
(ii) On a

(kr ®e, M(pr))[mr] = ((kr ®6, Us(pr))[mr]) @k, (05(pr)/mr)

De plus, (k1 ®@¢, Ws(pr))[mr] est générique, et contient @ocsIIP™ (pr), le quotient
étant non générique, et TNS(pg) /mp = ®pgs1y" (Pr)-

Démonstration. — Pour prouver le (i), la rem.|[3.31| permet de remplacer I(pr) par
s (pr).

On a g(pr)ns C Hs(pr) par construction. Pour prouver lexistence de ¢, on se
raméne au cas ol T[%] est connexe (si T < [[,7; comme dans la rem. avec
(I[; T3)/T tué par p°, la formule permet de montrer que [[, II(pr,)/II(T) est
tué par p°).

On identifie IIg(pr)ns & son modéle de Kirillov, i.e. on fait tous les calculs dans
I_Té( b (A‘@p?)H) Soit x =3, x}ip[ ® iy € Is(pr)ns, non divisible par p. On doit
exhiber ¢, ne dépendant pas de z, tel que «(x) ne soit pas divisible par p°.

Soit S" := S\ {p} et soit T' := Z[ptyee, £ € S'] @ T'; il suffit de prouver le résultat

apreés extension des scalaires & T’ ce qui permet de s’affranchir de la condition d’inva-
Ipl

riance par Z¥,. Le sous-T"-module engendré par les z; " est de rang fini, et il est donc
inclus dans un module du type @®;n; - e;, ot n; est un idéal de 7" (produit de b; ¢, ou
les b; ¢ sont du type de ceux apparaissant dans la rem.@; en particulier, n; varie
dans un ensemble fini puisque S est fini et les b; ; varient dans un ensemble fini), et

ol e; est de la forme ®ycgre; ¢ et e; ¢ est d'une des formes suivantes :

® 1,(14¢me7,), avec ng > 0 ne dépendant que de ¢, et a € QJ /(1 + p"*Zy).

o 17,(xe1 — Xe2) ou 1z,(xr2(a)xe1 — Xe1(a)xe2) pour a € Zj7 minimisant
Up(xe1(x) — xe2(x)) (si (pre)®™ = xe1 D Xe2 €t xe1 # Xeo sur Z7). On a alors
vp(xe,1(a) — xe2(a)) = 0 sauf si Xe.1 txe2 est d’ordre p¥, ot on obtient v(Gpr — 1).

e 1z,x1 ou vy (sixe1 = xe,2 sur Zy).

Il existe alors une collection de z; € Q¥ tels que e;(z;) = 0 si j # 4, et e;(z;) est
une unité de 7" sauf pour les fonctions du second point (ot il faut évaluer en ¢™ et
al™ pour n assez grand — la limite est de la forme ¢ — 1, ott ¢ # 1 est une racine
de 1'unité) et vr, du troisiéme (ot il faut évaluer en £ — 1 pour n assez grand — la
limite est 1).

Cette quasi-orthogonalité permet de supposer que z = el @ Tp, Ol elPl est une
des fonctions ci-dessus et z, € nIl,(pr) n’est pas divisible par p dans nIl,(pr), avec
n un des n; ci-dessus. Mais alors x, n’est pas divisible par p dans A~ ® np%, et il
existe c¢(n) tel que x, ne soit pas divisible par pc(“)jk_ ® p% d’aprés le lemme
(car p* = T ® T en tant que T-module). Si ¢ = sup, ¢(n), il sensuit que () n’est
pas divisible par plSI+¢ (car vp(¢ — 1) < 1, si ¢ # 1 est une racine de 'unité, et il y
a au plus |S’| termes de cette forme, provenant de fonctions du second point, pour
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£e S). Sic=c +]|5, alors x n’est pas divisible par p® dans le modeéle de Kirillov,
et donc aussi, a fortiori, dans le modéle de Whittaker. Cela prouve le (i).

Passons a la preuve du (ii). La factorisation résulte de la rem.[3.31} et le reste de
I’énoncé se démontre en adaptant la preuve du (i) du th. les points clés étant
que kr, ®¢, Us(pr) — IY](G(QS),A_@zpp‘;) et que pR =TT O

3.6.2. Spécialisation. — Soit S Iensemble des nombres premiers en lesquels p est
ramifiée (en incluant p). Si S € ¥ C S, notons T(X) le plus grand quotient de T tel
que pr(x) soit non ramifiée en dehors de X, et soit 2% := SpecT'(X); c’est un fermé
de 2" (qui n’est autre que Zg).

On dit que pr est équilibrée si 2 est une réunion de composantes irréductibles de
Z pour tout S C X C S. Si pr est équilibrée, les points de 2" ne sont ¢-pathologiques
pour aucun £ # p.

Ezxemple 3.33. — Silarestriction de pp a GQ(%) est irréductible, et si la restriction
a Gq, n’est pas de la forme ((1) e ) ® § ou ((1) ’{) ® 9, alors la déformation universelle
de P non ramifiée en dehors de S est équilibrée (il ressort des travaux de Bockle [6],
Diamond-Flach-Guo [21] et Fouquet-Wan [33], que, dans ce cas, les 2% sont purement
de dimension relative 3 sur Zy).

Si p est un point de 27, on définit II(p,(py)) et Hmi“(pﬂ(p)) comme les produits
tensoriels restreints (au-dessus de x(p)) :

(i) = p(prp)) ® ( ®Rfzy 115 (Prp)))
™ (pye(py) == ( @ees TP (i) @ ( Qhgs T (Pr(p)))

Notons que le quotient H(p,i(p))/l_[min(p,{(p)) est petit (i.e. non générique).

Théoréme 3.34. — Soit p un point de 2.

(i) On a des injections II™™(p(p)) < (pr)[p] = H(pp(p))-

(ii) Si pr est équilibrée, on a un isomorphisme IL(pr)[p] < (p(p)) sauf, peut-étre,
st p est p-pathologique.

Démonstration. — Le (i) résulte de ce que T(pr)[p] = (TP[(pr)/p) @ T, (pr)[p] et
I, (pr)[p] = I, (pr(py) (sauf dans le cas p-pathologique ol on a juste une inclusion),
et de la prop.[3:20}

Le (ii) se démontre par les mémes techniques que le (ii) du th. en utilisant
le fait que II,(pr) se comporte comme T : ces techniques fournissent une injection
de II(pr(xy) dans II(pr), pour tout ¥; on choisit alors ¥ égal & I’ensemble des £ en
lesquels p,(p) est ramifiée. O

Conjecture 3.35. — Sip: Gq — GLa(k) est irréductible, non ramifiée en dehors
de S, et si T est l'anneau des déformations universelles de p non ramifiées en dehors
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de S et pr: Gq,s = GLo(T) est la déformation universelle, on a un isomorphisme
de kr[G(A!>°D)]-modules

(kL ®o,, M(pr))[mr] = (®es Te(p)) @ ( Rigs 177 (D))

3.6.3. Le modéle de Kirillov de pr@7I1(pS.). — On va s’intéresser a la représentation
pr @7 II(p$) ; en particulier, cela demande de remplacer pr par p$. dans les énoncés
précédents et p% par (p5)% = px.

Fixons un plongement Z[u]p[] — Qp et donc aussi un plongement dans A*. En
faisant le produit tensoriel de J# 1Pl défini ci-dessus et de Jtp du n° on fabrique
un modéle de Kirillov global, T[P(A)*l) x Gq,]-équivariant :

o pr @1 (pg) =———==TI"(p3) @7 (pr @1 p(p5))

LC(Al?l Z[p) @ T) 07 €(Q, T @z, A7)

|

¢(AI®l* T oy A-)

On promeut ., en un morphisme 7' [G(Al®l) x Gq,s|-équivariant

cAl~hxa sol.% F ~_
‘){/S’Jt : pT®TH(p%) — Indp((A]oo[)):GsI;S(g(A] . 7T®ZPA )7 ‘%/A(G\[Jt,v(g) = ‘%Aj;t,g-v

Proposition 3.36. — Si pp est irréductible, %AG{H est une isométrie sur son image.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la prop.[3.4)et de la définition

de II(p%). O
PARTIE 11

COHOMOLOGIE D’ESPACES FONCTIONNELS ADELIQUES ET
COHOMOLOGIE COMPLETEE

4. Cohomologie de G(Q) et cohomologie complétée

Dans ce chapitre, on explique (rem. et le lien entre la cohomologie
complétée d’Emerton et la cohomologie de G(Q) a valeurs dans certains espaces fonc-
tionnels adéliques comme € (G(A)). Le lecteur souhaitant plus de détails est invité a
consulter [16]. Enfin, on établit (cor. une dualité entre H}(G(Q), € (G(A))) et
H(G(Q), Mes(G(A))).
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4.1. Cohomologie a support compact

4.1.1. Cocycles nuls sur le borel. — Si M est un G(Q)-module, on définit la
cohomologie a support compact H2(G(Q), M) comme la cohomologie du cone
[RT'(G(Q), M) — RI'(B(Q), M)]. Elle est donc calculée par le complexe (dans
lequel on note simplement B et G les groupes B(Q) et G(Q))

M — C(G,M)eM — €(GxG,M)e¥€¢(B,M) = €(GxGXxG, M)®¥€(BxB, M) — - --

ot les fleches € (H!, M) — € (H*1, M), pour H = G(Q),B(Q), sont les différentielles
usuelles, les fléches €' (G(Q)!, M) — € (B(Q)¢, M) sont les restrictions, et les autres
fleches sont nulles/!))| En particulier,

{((co)rer(@):CB)s Cor =0 Cr+Cqy co = (0 —1)-cp, sio €B(Q)}
{(((e = 1) - a)sep(q),a), a € M} ’
On note Z'(G(Q),B(Q), M) le module des 1-cocycles (¢s),ci(q) sur G(Q), a va-

leurs dans M, qui sont identiquement nuls sur B(Q). On dispose d’une application
naturelle Z*(G(Q), B(Q), M)—HZ}(G(Q), M) envoyant (¢ )secc(q) sur la classe de

((CU)UEG(Q)a 0)

H,(G(Q), M) =

Lemme 4.1. — Cette application induit un isomorphisme naturel
Z1(G(Q),B(Q), M) = H,(G(Q), M).
Démonstration. — Cela résulte de ce que
((¢a)orcB) = ((cs = (0 = 1) - ¢B)s,0) + (((0 = 1) - ¢B)s, c) O

4.1.2. Le symbole modulaire (0,00). — Soit P! = P(Q), et soient Div(P!) le Z-
module libre de base P! et Div’(P?) le sous-Z-module des Y pi1 ny(x) vérifiant
> sepi Nz = 0. Si a,b € P, on note (a,b) I'élément (b) — (a) de Div’(P'). Les
(a,b) forment une famille génératrice de Div’(P!) et on a les relations (a,a) = 0 et
(a,b) + (b, c) + (¢,a) = 0 pour tous a,b, c € PL.

Le groupe G(Q) agit sur P! par (2 %)z = ‘j;fis Cette action est transitive et le
T o)

stabilisateur de oo est le groupe B(Q) = (
Lemme 4.2. — Si M un G(Q)-module, on a un isomorphisme naturel
Z1(G(Q), B(Q), M) = H(G(Q), Hom(Div"(P'), M)).
Démonstration. — Si a € Hom(Div"(P'), M) est invariant par G(Q), i.e. si
v-afa,b) = a(y-a,v-b), pour tous a,b € P!,

16. € désigne les fonctions continues, mais comme G(Q) est discret, toutes les fonctions sont

continues.
17. On définit de méme H(T'(1), M).
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on pose ¢, = a(oo,0 - 00). Alors ¢, =0 si 0 € B(Q) puisque o - 00 = 00, et
Cor = (00,0 - 00) + a0 - 00,07 - 0) = ¢y + o(a(00, T 0)) =y + 0 - Cry
ce qui prouve que (¢, )reg(Q) € ZHG(Q),B(Q), M).

Réciproquement, si (¢, ),ec(q) € Z'(G(Q),B(Q), M), et si a,b € P!, on choisit
0ay0p € G(Q) avec g, - 00 = a et 0y, - 00 = b, et on pose a(a,b) = ¢,, — ¢y, (nOtoONS
que ¢,, ne dépend que de z, et pas de o, car si 0 00 =0’ - 00, il existe v € B(Q) tel
que o = o'y et alors ¢, = 0’ - ¢y + ¢o» = ¢,/ puisque ¢, = 0 par hypothése). Alors

a(y-a,v-b) =Cyop = Cygy =7 Cop — Cy — 7 Cop + ¢y =7-(a,b).
Les deux fléches construites ci-dessus sont inverses 'une de 1'autre. O

Remarque 4.3. — (i) En combinant les lemmes et on obtient un isomor-
phisme naturel

H°(G(Q), Hom(Div'(P), M)) = HY(G(Q), M).

C

ii) L’isomorphisme ci-dessus fournit, si a,b € P!, une application naturelle
(i) P , sia, : pp
(a,b) : H(G(Q), M) — M.

Cette application est définie comme suit : si ¢ € H} (G(Q), M) et si (¢o)oec(q) est
I'élément de Z1(G(Q), B(Q), M) correspondant & c, alors

((a,b),¢) = oy — Cayy OU g, € G(Q) vérifient o, - 00 = a et oy - 00 = b.
En particulier,
((0,00),¢) = —cg, avec S=(L§).
4.2. Espaces fonctionnels adéliques
4.2.1. Représentations algébriques. — On note W', la Q-représentation
Wi, = Sym" @ det ™

de G(Q), ou Sym” est la puissance symétrique de la représentation standard de dimen-
sion 2 de G(Q), et W}, ; sa duale. La représentation Sym' est donc la représentation
standard : i.e. c’est I'espace Qe} @ Qes muni de l'action

(25) el =aef +ces, (24)*e3 =bel +de.
La représentation W}, admet comme base les (ex)i(ex)*~(et Ae3)™7 (avec action
évidente de G(Q)), pour 0 < i < k. Si ey, e est la base de (Sym')* duale de e¥, e,
alors

dey — be —ce1 + ae e1Ne
(e)rer="gmge (E0)rer=—mg= (L) s (eane) =

et Wy ; admet comme base les (e1)(e2)*¥(e1 A ea) ™7, pour 0 < i < k.
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Les Wy j, pour k € N et j € Z, sont toutes les représentations algébriques irréduc-
tibles de G(Q) et on a

W]::j = Wi k—j-

Si L est un corps de caractéristique 0, notons W ; (L) la représentation algébrique
de G(L)

Wi (L) = Loq Wi,
et posons
Wiot(L) = @k, jWi.; @ Wi ;(L).

On munit Wiet (L) d’une action de G(Q) x G(L) en faisant agir (h1, h2) € G(Q)xG(L)
par hy sur Wy ; et ho sur W,;"j(L)
Soit Alg(G, L) V’espace des fonctions algébriques sur G(L), a valeurs dans L (i.e.

I'espace des fonctions polynomiales, & coefficients dans L, en a, b, c,d, (ad — bc) ™!, si
g=(2%) € G(L)). On fait agir G(Q) x G(L) sur Alg(G, L) par

(h1,h2) - ¢(g) = ¢(hy "gha).

Sive Wy, etveWr, (L), la fonction

g dp(9) = (g9-0,v)

est un élément de Alg(G, L), et Papplication ¥ ® v +— ¢;,, de W,:"j(L) ® Wy ; dans
Alg(G, L), est G(Q) x G(L)-équivariante car (hy *ghy - 9,v) = (ghy - ©,hy - v). Ceci
fournit un isomorphisme G(Q) x G(L)-équivariant

Wio (L) = Alg(G, L).

4.2.2. Fonctions localement algébriques. — Si A est un anneau, soit LC(G(A), A)
Pespace des ¢ : G(A) — A localement constantes. Notons qu’une telle fonction est

constante sur les classes modulo G(R)4 puisque ce groupe est connexe.
L’espace LC(G(A), L) est muni d’actions de G(Q) et de G(A) données par :

(y*d)(x) = (v 'w), siv € G(Q), (9*0)(x) = d(xg), si g€ G(A).

Ces deux actions commutent (et donc définissent une action de G(Q) x G(A)).
Si L est un corps de caractéristique 0, cela munit I’espace

LP(G(A),L) = LC(G(A), L) @, Alg(G, L)

des fonctions localement algébriques sur G(A) d’actions de G(Q) (action diagonale
des actions de G(Q)) et de G(A) x G(L).
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4.2.3. Fonctions continues et mesures. — Si A est un anneau topologique, on note
¢ (G(A), ) Tespace des fonctions continues sur G(A) a valeurs dans A. Si A est
totalement discontinu, une telle fonction est constante sur les classes modulo G(R) 4
puisque ce groupe est connexe. On munit € (G(A), A) des actions de G(Q) et de G(A)
comme ci-dessus :

(y*0)(x) = ¢(y 'x), siy € G(Q), (9% 9)(x) = d(xg), si g € G(A).
Ces actions commutent.

Si A est totalement discontinu, on note 6.(G(A), A) I'espace des fonctions continues
a support compact modulo G(R) 1, et Mes(G(A), A) son A-dual topologique (I’espace
des mesures sur G(A) & valeurs dans A). On munit 6.(G(A), A) des actions de G(Q)
et de G(A) sur €(G(A),A), et Mes(G(A),A) des actions qui s’en déduisent par
dualité.
4.2.4. Injection dans les fonctions continues. — Si v est une place de Q et si L est une
extension finie de Q,, on dispose d’un morphisme naturel G(A) — G(Q,) — G(L)
et on peut faire agir G(A) sur LP(G(A), L) via le morphisme diagonal G(A) —
G(A) x G(L) et laction de G(A) x G(L) sur LP(G(A), L). Par ailleurs, 'application
¢ ® P — ¢P induit une injection

LP(G(A), L) < €(G(A), L),

qui est G(Q) x G(A)-équivariante si on munit LP(G(A), L) de l'action définie par ce
qui précéde.

4.3. La cohomologie complétée

4.8.1. Induction deT'(1) a G(Q). — On note T le groupe I'(1) = SLy(Z). Soit L une
extension finie de Q.

Lemme 4.4. — On a un isomorphisme de G(Q)-modules :

% (G(A), L) = ndS Y% (G(Z), L).
Démonstration. — Si ¢ € €(G(A), L), alors ¢ est constante sur les classes modulo
G(R);. Si v € G(Q), soit ¢, € €(G(Z),L) définie par ¢ (k) = ¢(7 'zr) pour
n’importe quel choix de zo, € G(R)4 (le résultat ne dépend pas de ce choix d’aprés
ce qui précede).

Sia €T, alors
Pary(K) = d(7 0 waok) = (7 (a wao) (1)) k)
= ¢v<(a]oo[)_1“> = (a* ¢y)(k),

ce qui prouve que (¢),cc(qQ) € Ind?(Q)%(G(Z)).
Réciproquement, si (¢4),cc(q) € Ind?(Q)(f(G(z)), on définit ¢ € ¥(G(A), L), en

posant ¢(y 'zk) = ¢ (k) : tout élément G(A) peut s’écrire sous la forme 7z,



FACTORISATION DU SYSTEME DE BEILINSON-KATO 55

avec v € G(Q), Too € G(R); et k € G(Z)7 et une telle écriture est unique a chan-
gements simultanés v — oy, Too — QooToo €t K — al®lk, avec a € T'; la condition
oy = @ * ¢ est exactement la condition qu’il faut pour que ¢ soit bien définie. [

Remarque 4.5. — (i) On a LC(G(Z),L) = lim ¢ (G(Z/N), L), et la preuve ci-
dessus permet de montrer que

LC(G(A), L) = lim Ind{ ' Y% (G(2/N), L).
N

(ii) Pour les mémes raisons, on a :
Mes(G(A), L) = IndZ Y Mes(G(Z), L).

4.8.2. Descente de G(Q) a I'(1). — Compte-tenu du lemme [4.4] et de la rem. le
lemme de Shapiro nous donne :

Proposition 4.6. — Si X =%, Mes, LC, LP, on a des isomorphismes naturels :
H'(G(Q), X(G(A), L)) = H'(T', X(G(Z), L))

Remarque 4.7. — (i) On a des isomorphismes :

o« H\(T,%(G(Z),L)) = L®s, H(T,€(G(Z), 0L)).

o H'(I,%(G(Z), 1)) = lim H'(,%€(G(Z), Op/p")).

o HY(I,4(G(Z), 61 /p")) = lim , H'(T,6(G(Z/N), O1/p")).

e HY(T',4(G(Z/N), 0 /p")) = H (Y(N)c, 01 /p"), out Y (N) est la courbe mo-
dulaire de niveau N du chap.[f]

On en déduit, en utilisant la prop. que H'(G(Q),%(G(A), L)) est la coho-
mologie complétée de la tour des courbes modulaires de tous niveaux. De méme
HY(G(Q),¢(G(A), L)) est la cohomologie & support compact complétée de la tour
des courbes modulaires de tous niveaux.

(ii) On a une suite exacte de G(A)-modules (ot € (—) =€ (—, L) ou €(—, OL))
0 — €(Z*) — Indg 4 € (Z*xZ*) — H(G(Q),7(G(A))) — H'(G(Q), €(G(A))) — 0

olt Z* est vu comme le quotient A* /RE xQ* et G(A) agit a travers le déterminant sur
%€(Z*) et B(A) a travers le tore diagonal sur € (Z* x Z*). Il en résulte que la différence
entre cohomologie complétée et cohomologie complétée a support compact est trés
petite; en particulier, les deux espaces deviennent isomorphes quand on localise en
un idéal non-eisenstein.

(iii) L’isomorphisme H*(Y(N)g, O /p") = Hélt(Y(N)Q, Or,/p") (et de méme pour
la cohomologie & support compact) permet de munir tous les groupes ci-dessus d’une
action de Gq. Une autre maniére de le faire est d’utiliser le fait que la cohomologie
de I' a valeurs dans des groupes comme ci-dessus est aussi celle de son complété
profini T car T contient un sous-groupe d’indice fini qui est un groupe libre. Or on
dispose d’une extension non triviale IIq de Gq par r (cf. no, ce qui munit la
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cohomologie de T d'une action de Gq. Les deux actions précédentes coincident car
IIq est le groupe fondamental arithmétique de Y (1) vu comme champs algébrique,
et T en est le groupe fondamental géométrique (et sa cohomologie coincide avec la
cohomologie étale puisque les courbes sont des K (,1)).

Remarque 4.8. — (i) Plutot que la cohomologie complétée de la tour de tous ni-
veaux, Emerton fixe le niveau IV hors de p, compléte le long de la tour des courbes
de niveau NpF, pour k& € N, et prend la limite inductive sur N. La cohomologie
complétée H L(N) le long de la tour des courbes de niveau Np* est

H'(N) = H'(I,4(G(Zy x (Z/N)),L)).
Il s’ensuit, via le lemme de Shapiro, que ce que considére Emerton est
H'(D,lim 6 (G(Z, x (Z/N)), L)) = H'(G(Q), ¢ (G(A), L)),

oit P (G(A),L) C F(G(A),L) est le sous-espace des fonctions localement lisses
pour G(Z]p[).

(ii) Si M est un I'-module, il résulte de la description du § ci-dessous, que
les groupes H}(I', M) et H*(I', M) sont des sous-quotients de M. Comme le G(Z,)-
module € (G(Z, x (Z/N)), L) est une représentation admissible de G(Z,), il en est
de méme de H'(N) et de sa variante a support compact (cas particulier de [25]
th. 2.1.5]).

(iii) L’injection G(A)-équivariante LP(G(A), L) — € (G(A), L) fournit, d’aprés
Emerton [25] (4.3.4)] et [26] th. 7.4.2], des identifications

(4.9) H'(G(Q),¢(G(A), L))" = H'(G(Q),LP(G(A), L))
= @1, H'(G(Q),LC(G(A), L) ®q Wi;) ® Wi, (L)

oil & désigne 'espace des vecteurs localement algébriques. (Dans la décomposition ci-
dessus, action de G(A) sur H'(G(Q),LC(G(A), Q) ®q Wi, ;) est lisse, et algébrique
sur Wy, (L) sur lequel G(A) agit a travers G(Qy).)

Remarque 4.10. — Soit S C P U{oo} fini. Sioco € S (resp. oo ¢ S), tout élément de
G(Qs) s’écrit sous la forme Y zok (resp. 77 'k), avec v € G(Z[$]), 2o € G(R)+
et k € G(Zg), et une telle écriture est unique a changements simultanés v — a-y,
Too  QooToo €6 K = Qg\{oc}h, avec o € I' (resp. a € G(Z)). On en déduit des
isomorphismes de G(Z[é])—modules, si X =%, LC, LP, Mes :

md>?5) x (G (zs), L) sico €S,

X(G L) = %
(G(Qs), L) Indgggs])x(G(ZS>vL) sico¢ S
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En particulier, si co € S, alors H'(G(Z[$]), €(G(Qs), L)) est la cohomologie com-
plétée de la tour des courbes modulaires de niveaux dont les facteurs premiers appar-
tiennent & S, et H!(G(Z[$]), €(G(Qs), L)) en est la cohomologie & support compact
complétée.

4.8.3. Descente de G(Q) a T'(1) pour la cohomologie & support compact. — Le lemme
de Shapiro n’a, a priori, pas de raison d’étre vrai pour la cohomologie & support
compact (on a quand méme une fleche naturelle H:(G(Q), IndS¥ M) — Hi(T, M)
obtenue en évaluant les fonctions ¢ : G(Q) — M en 1). Mais on a le résultat suivant :

Proposition 4.11. — L’application naturelle induit un isomorphisme

H(G(Q),%(G(A), L)) = HI(T,€(G(Z), L))

C
Démonstration. — On a un diagramme commutatif a lignes exactes, ou
B=B(Q), ,G=G(Q), U=B(Q)NT, ¢a=%(G(A),L), €;=C(G(Z),L)
et les deux isomorphismes verticaux résultent du lemme de Shapiro :

H(G,%x) — H°(B,¢a) — H;(G,€a) — H'(G,€a) — H'(B,a)

8 | | b |

HOT,65) — H°(U,¢;) — HL(L,€5) — H' (I, ¢3) — H*(U, %)

Pour conclure, grace au lemme des 5, il suffit de vérifier que les fleches H' (B, 6a) —
H'(U,6;), pour i = 0,1, sont des isomorphismes.

OnaG(A) =B(Q) - (G(Z)G(R),) et B(Q) N (G(Z)G(R),) = U. Il en résulte que
Ca = Indg%z, et on conclut en utilisant le lemme de Shapiro. O

Remarque 4.12. — (i) On montre de méme que H}(G(Z[3]),¢(G(Qs),L)) —
HY(T,¢(G(Zs), L)) est un isomorphisme.
(i) On a les mémes résultats en remplagant € par (7).

4.4. Dualité

Soient I' = SLy(Z) et T' = SLy(Z)/{*1}, ou I = ({?). Si M est un I-module, on a
HY(I', M) = H(T, Mt*1}) a 2-torsion prés. Le groupe T est engendré par S = (% §)
et U = (_01 %), les seules relations étant S = 1 et U3 = 1. De plus, si B C T est
Iimage de B = (} %), alors SU est un générateur de B (c’est 'image de (§ 7*)).

Si M est un Z,[[']-module, on note M* son dual (suivant les cas, cela peut étre
le dual de Pontryagin, le Z,-dual, ou le Q,-dual (ou L-dual) topologique). Le groupe
HY(T, M*) est le groupe des 1-cocycles o + ¢ sur I, a valeurs dans M*, qui sont
identiquement nuls sur B. Un tel cocycle est entiérement déterminé par cr et cg, et

ona (1+S)ct=0et (1+U+U?)c =0 (a cause des relations S? =1 et U? = 1)
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et la relation c§;; = 0 impose en plus que Scf; + c¢§ = 0, ou encore Scf; — Scg =0, et
donc cf; = ¢%. Autrement dit, on a une identification

HY (T, M*) = (M) U020 0 () 5=,

Maintenant, un 1-cocycle o +— ¢, sur I, & valeurs dans M, est uniquement dé-
terminé par cy et cg soumis aux relations (1 4+ S)cg = 0 et (1 4+ U + U?)ey = 0.
La classe de cohomologie de ce cocycle ne change pas si on remplace (cy,cs) par
(cv = (U—=1)¢,cs — (S —1)c), avec ¢ € M. Cela permet, & 2-torsion prés, de supposer
que cg = 0, et alors la classe de cohomologie est déterminée par ¢y a addition pres
de (U — 1)¢, avec ¢ € MS=1. On a donc un isomorphisme

(4.13) HY(T, M) = MWUHU=0 /07 — 1) p5=1

Notons (, ) : M* x M — A, ou A = Z, ou Q,/Z, ou Q,, L..., Paccouplement
naturel. On définit un accouplement

HXT,M*)x HY(T, M) — A
en utilisant les identification précédentes : si

e ((M*)1+U+U2:O N (M*)1+S:0)7 cc (M1+U+U2:O/(U _ 1)M5:1)’

on pose
c*Uc=2(c* (1-U?c).

Proposition 4.14. — L’accouplement U induit un isomorphisme (a 6-torsion pres)
HYT, M*) = HY(T, M)*

Démonstration. — Les espaces (M*)l“‘U'*‘UZ:O et MFUFU*=0 gont en dualité pour

I'accouplement naturel M* x M — A, et ¢ + (1 — U?)c est un isomorphisme de
MFU+U=0 5 3 torsion prés (noyau et conoyau sont tués par 3). De plus, 'ortho-
gonal de (U — 1)MS=! (dans (M*)"*U+U°=0) pour Iaccouplement (c*, (1 — U2)c)
est ensemble des c* tels que (c*, (1 — U?)(U — 1)¢) = 0 pour tout ¢ € M°=1. Or
1-U%H(U—-1)=—(U?+U+1)—3et adjoint de U2 + U +1est U2+ U  +1=
U+U?%+1 qui tue ¢*. L'orthogonal de (U —1) M ¥=! est donc I’ensemble des c* vérifiant
{¢*,3c) = 0 pour tout ¢ € M5=1; c’est donc (M*)5+1=0 (3 6-torsion prés). O

Remarque 4.15. — (i) L’accouplement ci-dessus est ’accouplement naturel a va-
leurs dans H2(T, A) = A.
(ii) On en déduit une dualité a 12-torsion prés H (I'(1), M*) x HY(T'(1), M) — A.

Corollaire 4.16. — Les groupes H}(G(Q), % (G(A), L)) et H(G(Q),Mes(G(A), L))
sont en dualité.
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Démonstration. — D’aprés les prop. et on a des isomorphismes :
H(G(Q). (G(A), L) = HX((1),¢(G(Z), L))

H'(G(Q), Mes(G(A), L)) = H'(I(1), Mes(G(Z), L))

La prop. (cf. rem. implique donc une dualité dan/s\ un sens. Pour en déduire
celle dans l’autre sens, il suffit de vérifier que H (', Mes(G(Z), €1)) est sans p-torsion,
ce qui résulte de ce que HO(T, MeS(G(Z), kr)) = 0 car une mesure invariante par I'
I’est aussi par ((1) le) C (5 %) par continuité de ’action de (é ?), et donc est nulle

(pas de mesure de Haar en p-adique). O

Remarque 4.17. — On montre de méme que les groupes H}(G(Z[1]),¢(G(Qs), L))
et H'(G(Z[$]), Mes(G(Qs), L)) sont en dualité.

4.5. Action du centre
Sia€ A*, soit 2(a) = (39).

Lemme 4.18. — Sia € Q* plongé diagonalement dans A*, alors z(a) agit triviale-

ment sur H(G(Q), € (G(A), 0r)) et HX(G(Q), € (G(A), Or)).

Démonstration. — Soit ¢ € H(G(Q), € (G(A), OL)), et soit v — ¢, un l-cocycle
représentant ¢. Alors z(a) * ¢ est représenté par le cocycle v — z(a) *x ¢,. Comme
z(a) est dans le centre de G(A) et aussi élément de G(Q), on a aussi, en posant

a:=z(a)71,

Z(“)*(b'y:a*¢'y:¢a'y_¢a:¢va_¢a:(’7_1>*¢a+¢v

et donc v — z(a) x ¢, differe de v — ¢, par un cobord. Cela prouve le résultat
pour H'.
Pour H}, on a en plus la condition ¢, = (v — 1) x ¢p, si v € B(Q), mais ((y —

z(a)x¢y), z(a)x¢B)—((y = dv), ) est le bord de ¢q plus ((y = 0), (a—1)xpp—¢a),
et ce dernier terme est nul puisque o € B(Q). O
Corollaire 4.19. — Le centre de G(A) (identific & A*) agit a travers A* /R% Q* =
z* sur H(G(Q), 6(G(A), 0p)) et HA(G(Q),%(G(A), 61)).

4.6. Densité des vecteurs algébriques
On rappelle que S = (% §) et U = (% 1) sont les générateurs habituels de I'(1).
Si M est un I'(1)-module, on a une suite exacte (& 2-torsion prés), cf. (4.13)
0 — HO(D(1), M) — MS=t U=§ ppiU+0°=0 gy (1), M) — 0

et MS=1 = (§—1)((—=I)+1)M (& 2-torsion pres), M TUFU*=0 — (7 —1)((=I)+1)M
(4 6-torsion prés). En particulier H!(I'(1), M) est un quotient de M (& 6-torsion prés).
Soit N premier a p, et soit H'(N) :== H'(Gq, ¢ (G(A)/T(Np™>), 0L)).
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Proposition 4.20. — (Emerton, |27, prop.5.4.1|) Les vecteurs G(Z,)-algébriques
sont denses dans H'(N).

Démonstration. — Cela résulte de ce que, si M := €(G(Z,) x G(Z/N), 01), alors
ﬁl(N) = HY(I'(1), M) est un quotient de M et de ce que les vecteurs G(Zj)-
algébriques sont denses dans ¢ (G(Z,), 01,) (Stone-Weierstrass, densité des polynomes
dans les fonctions continues sur un compact). O

Proposition 4.21. — (Emerton, [27], prop.5.3.15]) Supposons m non-eisenstein.
(i) Sip > 5, alors H'(N)w est injectif comme G(Z,)-module.
(ii) Si K, est un sous-groupe ouvert de G(Z,) qui se surjecte sur Zx et tel que
r'n Kpf(Npoo) est sans torsion, alors f[l(N)m est injectif comme Kp,-module.

Démonstration. — (i) Si M = €(G(Z,) x G(Z/N), 01,), alors MM UHU*=0 o prs=1
sont des facteurs directs de M (& 6-torsion prés, d’ou '’hypothése p > 5), et leurs
localisés en m aussi puisque Ty, est un facteur direct de T. Comme M est injectif, il
en est de méme de MLTUFU*=0 ot NrS=1,

Maintenant H°(I'(1), M)y, = 0 car m est non-eisenstein. On a donc une suite exacte
0 — MS=Y — MLYUHU® 5 H1(N), — 0, qui présente H'(N)y, comme un quotient
de modules injectifs. Le résultat s’en déduit.

(ii) L’hypothése implique que I'y :=T(1)N Kpf(Npo") est libre de type fini. Si M
est un I'y-module et si I est un ensemble de générateurs de I'yy, on a une suite exacte
0— HTy,M) = M — M! — HY (', M) — 0. Par ailleurs, le lemme de Shapiro
fournit un isomorphisme ﬁl(N) ~ HY(T'y, %4 (K, xG(Z/N), 0)). On conclut comme
ci-dessus, avec M := ¥ (K, x G(Z/N), 0L). O

5. Formes modulaires adéliques

Le but de ce chapitre est d’adéliser la théorie classique des formes modulaires.

5.1. Formes modulaires classiques

5.1.1. L’algébre des formes modulaires. — Si k € N et j € Z, on définit une action
a droite (v, f) = fj,,7 de G(R) sur les f: "+ — C, par la formule

(o)) = G F (5D, sy =(24):
Si T est un sous-groupe d’indice fini de I'(1) = SLy(Z), on note M,‘C’}j(F, C)
(vesp. M5 i, C)), le C-espace vectoriel des formes modulaires de poids (k,j) pour
T, c’est-a-dire, I’ensemble des f : #+ — C, holomorphes, & croissance lente (resp. a
décroissance rapide) a linfini, vérifiant fin;7 = [ quel que soit v € T’ (Uespace ne
dépend pas de j puisque ad — bc = 1, mais l'action de G(Q)+ en dépend ; on note cet
espace simplement M¢(T', C) si on ne veut pas préciser 'action de G(Q)).
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Sife M,‘;l(l", C), alors f est périodique de période N pour un certain entier N > 1,
et f est somme de sa série de Fourier

+oo o0
f(r) = Z ayneX TN = Z anng"Y,  avec g =¥
n=0 n=0
La série ZHEQ+ a,q" s’appelle le g-développement de f. Si A est un sous-anneau de C,
on note M(T, A) le sous-A-module de M¢!(T', C) des formes dont le g-développement
est a coefficients dans A et M°Y(T, A) la A-algébre des formes modulaires pour T’
a coefficients dans A, somme directe des M{{(T', A), pour & > 0. Finalement, on
note M¢'(A) (resp. M<(A)) la réunion des M{N(T', A) (resp. M(T, A)), ou I' décrit
Pensemble des sous-groupes d’indice fini de I'(1).

5.1.2. Les groupes llq, H’Q, Ilqs et H'Q’S. — Si K est un corps de caractéristique 0,
on pose M(I'(1), K) = K ®q MNI'(1),Q) et MY(K) = F(XJQMCI(Q). On note g
le groupe des automorphismes de la K-algébre M°(K) au-dessus de M (I'(1), K);
c’est un groupe profini. Chacun des M, EI(F) est stable par IIgk.

Si K est algébriquement clos, alors Ik est le complété profini de T'(1) (qui est
beaucoup plus gros que SLg(i)). Dans le cas général, on dispose de la suite exacte

1 =1l = IIg — G —1,

scindée, Gk agissant sur les coefficients du g-développement des formes modulaires.

Par ailleurs, I’algébre M¢(Q) est stable sous I’action de G(Q) . définie par f — fis
si f € MNQ) et v € G(Q)4, avec fiy = f, ;v si f € M (Q). Il en est donc de méme
de M°(K) et on note I} le sous-groupe des automorphismes de M (K) engendré
par Il et G(Q)4, et encore f — fiy 'action de v € Iy sur f € MYK). SikeN
et j € Z, on note f — f), v laction de v € I} sur M(K) ¢ M (K) coincidant
avec D'action définie au n°5.1.1]si v € G(Q).

Si K est algébriquement clos, I} est le complété de G(Q) pour la topologie de
groupe dont une base de voisinage de 1 est constituée des sous-groupes d’indice fini
de T'(1). Dans le cas général, on dispose de la suite exacte, scindée

laﬂ%eﬂ}(eG;{al.

5.1.3. Sous-groupes de congruence. — On note M8 (resp. Mg™"®) la réunion des
MYT(N), Q(uy)), ot N décrit les entiers > 1 (resp. les entiers > 1 & support dans
S). La sous-algébre M"¢ est stable par Ilq et Il qui agissent a travers G(Z) et
G(A]‘X’[) respectivement. On a le diagramme commutatif de groupes suivant :

1 - T Gk 1

| [

1— > SLy(Z) —> G(Z) 2~ Z* — > 1.
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La section de Gq dans Ilg décrite ci-dessus induit une section de I'application dé-
terminant G(Z) — Z*; Cest celle qui envoie u sur la matrice (#9) : laction f, vy
de G(Al*l) sur M;°"® est celle obtenue par continuité a partir de celle du n°5.1.1]
si dety € Q7 , et l'action de (’5 (1’), siu € Z* est celle de o, sur les coeflicients du
g-développement (en accord avec la théorie géométrique, cf. prop..

Le noyau H de l'application naturelle Il — G(AI*°l) est inclus dans IIq puisqu’il
fixe M°(I'(1),Q). On a donc un diagramme commutatif

Pcong

1 H I G(Z) 1

.

1 H MMy 2% G(AI®l) —— 1.

Soit M8 la cloture intégrale de MY(T(1), Z[1]) dans ME™® et soit MF I'exten-
sion étale maximale de M. Alors Mg est contenue dans M°(Q) et stable
par g ; le groupe Ilq s = Aut(MJ /M (T(1),Z[4])) est un quotient de Ilq. Par
ailleurs, M¢*"®™ est stable par G(Z[$])4+ C G(Q)., et donc M aussi. On note g s
le sous-groupe de Aut(Mg) engendré par Ilq s et G(Z[4])+. On a des diagrammes

commutatifs :

Pcong

HQ _— GQ 1 Hg HQ,S G(Zs) —1
N T
lqs — Gqs 1 Hg s — G(Qs) — L.

5.2. Formes modulaires adéliques quasi-holomorphes

5.2.1. Fonctions harmoniques. — On note &/ 'anneau des fonctions ¢ : G(A) — C
vérifiant les propriétés suivantes :

e ¢ se factorise a travers J x G(Al>®l),

o si gl € G(AI®D), alors 7+ ¢(7, g1*°l) est harmonique, & croissance lente,

o il existe Ky C G(AI>D), ouvert, tel que ¢(goo, 9°lk) = (oo, ¢'>°1) si & € K.

On note o7+ le sous-espace de &7 des fonctions holomorphes en 7 et &/~ celui
des fonctions antiholomorphes. Comme une fonction harmonique est somme d’une
fonction holomorphe et d’une fonction antiholomorphe et que les constantes sont les
seules fonctions & la fois holomorphes et antiholomorphes sur un domaine connexe,
on a une suite exacte

0 - LC(G(A),C) » T @/~ — o = 0.

On note @, I'idéal de o7 des fonctions & décroissance rapide & l'infini (le « par »
signifie « parabolique »), et o/}, , o, ses intersections avec &/ et &/ ~. On a &y =
. ® A,

oar bar Car les constantes ne sont pas a décroissance rapide.
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On fait agir v € G(Q) et g € G(AI™]) sur o7 et Spar par les formules

(vx@)(z) = d(y'2) et (g% ¢)(x) = p(xg).
Les actions de G(Q) et G(AI*®l) ainsi définies commutent. L’action de G(AI>[) est
lisse ; on la prolonge en une action de G(A), qui commute encore a celle de G(Q), en
faisant agir G(R) sur . comme expliqué au n°[l.2.1] De maniére explicite,

¢(r,a1l) i sign(gec) =1,
(7, 210l si sign(geo) = —1.
L’action de G(R) C G(A) se factorise donc a travers G(R)/G(R)4 et, si g appar-
tient au normalisateur de C*, alors (geo * @) (7, 2/°0) = ¢(Tg0e, /).

Les espaces @, /=, o}, et o, sont stables par G(AJ*), mais G(R)/G(R)4
échange &/ et o/, ainsi que o}, et o,
5.2.2. Définition. — Le o/-module & @ W}, ; est muni d’actions (diagonales) de G(Q)
et de G(AI*l) qui commutent.

ab) ., _ at+b
Comme (c d) T= ct+d’

(e =) =o((2h) " -7) = o(25)
et done, si (29) € G(Q),

(g 3) x (e1 — Teg) = ﬁ((del —bes) — _d;;ba(—cel + aeg)) =

(goo % &)(7,2)>1) = {

on a

—orta (e — Tea).

Il s’ensuit que

(a b) % (T62—€1)‘k _ (ad—be)? (7'62—61)‘}9
cd (e1hez)d (—ct+a)k (e1hez)d -

Si r < k le sous-o/t-module

Fil"™ 7 (o @ Wi ) = o (7 @ ool

(61 /\eg)j

est stable par G(Q) et par G(AI°l); ceci définit donc une filtration décroissante de
A+ @ Wy ; par des sous-G(Q) x G(Al*[)-modules.

Définissons l'espace des formes modulaires adéliques, quasi-holomorphes, de poids
(k,j) et profondeur r par :

M (C) = HY(G(Q), Fil* " (o/F ® Wi, ).

On note simplement My, ;(C) (resp. Mg};(C)) Pespace
Mj.j(C) = M5 (C)  (resp. M55 (C) = MY (C)
des formes modulaires adéliques de poids (k, j) (resp. des formes modulaires adéliques
quasi-holomorphes de poids (k,j) et de profondeur arbitraire). On note
MPF(C),  M:P™(C),

les espaces des formes paraboliques obtenus en remplacant 2/ par ,prtr.

Tous ces espaces sont munis d’actions lisses de G(Al>l).
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Lemme 5.1. — Soit ¢ € My, ;(C), non nulle. Si (“ 0) * ¢ = w(a)p, pour tout a €
Al®b* alors w est la restriction & A1®°b* dun caractere de A*/Q*, dont la restriction

a R* est Too +> 252 et donc est algébrique, de poids k — 2j.

Démonstration. — Sia € Q¥, alors

(89) % ((52)" % 0) = w(a>Ds.
('rez—el)k )

(61 /\ez)j

2j—k

Mais on a aussi (le a vient de 'action sur

(52) = ((52)~ % 0)(r g™ =
a1 7((2) (8075 = @l gD,

Donc w(al®l) = a?=% et w est la restriction a Al®L* du caractére algébrique de

A*/Q* défini par w(Zeo, 2/l = w(2!®)zE-% | qui est de poids k — 2j. O
5.2.3. Lien avec la théorie classique. — Si ¢ € My, ;(C), soit fy : A+ — C définie

par
TE e k 0o
¢=¢o® (612/\621))7 et fo(r) = do(r, 1),

Lemme 5.2. — (i) Soit v € G(Q), et soit ¥l Iimage de v dans G(AI>®l). Alors
on a

Frisotes = (Fo) 1,7
(ii) Si ¢ est invariante par T(N), alors fo € M,‘;}j(I‘(N)

(“b)*qb = w(d) ¢ pour tout (2Y) € To(N) alors fio, (@ :3
(28) eTo(N).

C). Plus précisément, si

= 0~ Y(d) [y, pour tout

Démonstration. — Le (ii) est une conséquence immeédiate du (i) ; prouvons le (i). Soit

v = (‘ég) € G(Q) et donc vy~ = adibc(—dc;b)' Onavloo[*gﬁzy*( Oo[*gb), et
donc

Tes—eq)® 0o o
Faeinol(1) @ GETER = (o (e ), 11
=¢o(7’1 .7, (yheelleelyloely  fad=bo)l (reacer)”

(—ct+a)k (e1nez)d

0o a c) (reg—ep)E
= ¢0( T 1] [) ® (( (ci'r+ba))k ((612A€21))

(ad—bc)? f¢( dr—b ) ® (rea—e1)*

( cT+a)k —cT+a (e1Nne2)d

O

Remarque 5.3. — Une autre possibilité pour transformer ’action classique & droite
en action a gauche serait de considérer f|k7jt'y au lieu de f| ;w-'y*l, ce qui correspond
a laction adélique (g x ¢)(z) = ¢(ztg~1). Cest ce que fait Emerton (en fixant j en
fonction de k).
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Remarque 5.4. — Le lemme ci-dessus fabrique une forme modulaire classique
a partir d’une forme modulaire adélique. Dans l'autre sens, si f € M, EIJ(C) il existe
¢5 € My, ;(C), unique, telle que

or(r. (§9)) = f(r) @ s, siueZn.

Par construction ¢y est invariante par (20* (1)) et on a f,, = f. Mais, si on supprime
la premiére propriété, on peut multiplier ¢ par n’importe quelle fonction de la forme
aodet, ot  : A* — C prend la valeur 1 en 1 et se factorise a travers A*/R% Q*

(par exemple un caractére d’ordre fini de A*/Q*).

Remarque 5.5. — Plagons nous sous 'hypothése du (ii) du lemme et supposons
que (p, N) =1, et donc que ¢ est invariante par G(Z,). Soit T, 'opérateur

p—1
T=5((05),+2_(51),)
b=0
On déduit du calcul ci-dessus, de l'identité ((1)2)17 = (pgl ?)p(g g)p, et de ce que
(82),) agit par w,(p) = 0~ (p)p?UTHV=E+2) que 'on a
p—1
Ty o, 1) = L (@72 () =050 fypr) + 3004 (550 ) et ar
b=0

p—1
i o — Tes—eq )R
= pj‘k_l(w Yo fa(pr) + 5 f¢(7b)) Cerdr.
b=0

Si on suppose que (24) x ¢ = w(a)p au lieu de (¢ Y4) * ¢ = w(d)¢, les mémes calculs
nous donnent :

p—1
~— i —k— ~ T— TEeg—E€q1 k
T, x o, U0 = &~ )y = (B o om) + 1 fo(552)) Ge2cidr
b=0

5.2.4. q-développement et modele de Kirillov. — Soit ¢ = ¢p ® Gea—ea)t o M ;(C).

(e1Nez)d
L’invariance de ¢ par (”6 ! (1’) € G(Q) se traduit par ’équation fonctionnelle

¢50(m'v (nou (1))) = nj_k¢0(7—7 (3 (1)))

Maintenant, ¢ est somme de sa série de Fourier, et il existe des fonctions u — a(n,u),
pour n € Q, telles que l'on ait

do(r,(49)) = Z a(n,u)es(—nt).
neQy

Si (¢, u) = a(l,u), I'équation fonctionnelle ci-dessus se traduit par la relation

a(n,u) = n* =9 (¢, nu),
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et donc
qi)(T, (8 (1))) = (a(O,u) + Z n*=IH (o, n]w[u)e (—n )) ® %
neQy
Lemme 5.6. — On a
A (950 % 9, u) = e®UBI®lu) 7 (¢, a¥lu).
Démonstration. — Sine Q,ona (§7)x((@=1¥*0)xpy) = (d=161*1) 4w g, et donc
01 0 1 0o 1

(5707 % o) (7(89)) = do(m —n. (6 7") (§2) (<57 7))

Si on choisit 7 assez proche de bl*°lu, alors

o= (#510 Fn)) = o= (4549)). ) = e¥lm) = =I5

En comparant les développements de Fourier des deux membres, on en déduit le
résultat annoncé. O

5.2.5. Questions de rationalité. — On déduit de la rem.[L.T] des identifications natu-
relles

LC(AI®l* ©) = LO(AI®l* x Z*, ©)%" = (LC(AI*l*, C) @ Q) *

ou :
o Z* agit sur LC(Al>®b* x Z*.C C) par (a - ¢)(w,u) = ¢(a'z,au) et sur
LC(Al>l* C) © Q¥ par (a- (¢ @ a))(x) = ¢(a™'z) ® 0,(),
e La premiére fleche ¢ — ¢ est donnée par (5(90, u) = ¢(ux)

de la seconde par ¢(x,u) = o, (a)p(z).

et l'inverse ¢ @ o +— qb

Si A est un sous-anneau de C, on dit que ¢ est définie sur A, si (u— A (p,u)) €
LC(Al®l* A ® chd) . On note My, ;(A) le sous-anneau de My ;(C) des formes
définies sur A. Par exemple, ¢ € My ;(Q), si # (¢,u) € Q¥ et si oq(H (¢, u)) =
H (¢, au), pour tous a € Z* et u € Al®b*,

Remarque 5.7. — L’application ¢ — fs du lemme [5.2] induit un isomorphisme
M ;(Q) = M;%'®, Visomorphisme inverse associe a f € M I'élément ¢f de
M, ;(Q) caractérisé par le fait que ¢ (7, (8(1))]00[) = (04(f))(7), si @ € Z*. On a
fows = (f4)),,9~" pour tout g € G(AI*®l) (cela résulte du lemmeet de la descrip-

tion de I'action fj, v, cf. n°.1.3).



FACTORISATION DU SYSTEME DE BEILINSON-KATO 67

5.2.6. Torsion par un caractére algébrique

Remarque 5.8. — (i) Si n : A*/Q* — C* est un caractére continu, d’ordre fini,
alors la multiplication par 1o det induit un isomorphisme M, ,?E’T(C) ~ M ,f;m(C), et

on a gx (nodet-¢) =nodet(g) - (nodet-¢),si g€ G(AI®).
(ii) Le produit tensoriel par (da o det)*(e; A e2)®
M® (C)= M™_ (C) car

k.j,r k,j—a,r

induit un isomorphisme

7% (6a odet) = dety (6a odet) et vx(e1 Aex) = (dety) (e Aeg),
et, si g € G(AI™l), on a

(9% (¢ © (64 o det)*(e1 A ea)))(x) = 63 o det(g) - (¢(zg) © (9a o det(x))(e1 A e2)?)
= 0% odet(g) - ((g* @)(0a odet)*(ex Ae2)?)(x).

(i) Si x = n| |% : A*/Q* — C* est algébrique de poids a, le produit tensoriel par
(ndq o det)(e1 A e2)® induit un isomorphisme

®(ndp odet)(e1Aez)®

~

M, ;(C)

MkJ—a(C) ® X

oil I'on note M & x le G(Al*®l)-module M avec action de G(AI*®°l) multipliée par
x o det.

Notons simplement ¢ — ¢ ® x 'application ¢ — ¢ ® (nd% odet)(e1 Aez)® ci-dessus.

Lemme 5.9. — (i) Si L est un sous-corps de C et si x =n| |4 est a valeurs dans L,
alors ¢ — G(x )¢ ® x induit un isomorphisme My, ;(L) — My j—qo(L) ® x de
G (A=) -modules.

(ii) On a un diagramme commutatif

®G(x™M)x
My, ;(L) My j—a(L) ®x

v 1

x G(x™ ' 7
LC(A]OO[’*, L® Qcycl)Z XG(x™Ix LC(A]OO[’*, L® Qcycl)Z

Démonstration. — On a K (¢ @ x,u) = x(v) H# (¢, u), si u € Al®b* Si ¢ € M ;(L)

et si x est & valeurs dans L, on a % (¢ ® x,au) = n(a)o.(F (¢ ® x,u)), si a € Z*.
Comme 04 (G(x ™)) = n(a)G(x™"), on a

GIxH (9@ x,au) = 0o (G(X ") H (¢ ® x,u)),

et donc G(x )¢ ® x € My ;(L).
Le lemme s’en déduit. O
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5.3. L’application d’Eichler-Shimura

5.8.1. Définition. — Notons 7 = x + iy le paramétre naturel de Z et dr la base
naturelle de QY () sur 0(). Si k € N et j € Z, on a des suites exactes, induites
par la différentielle f — df en la place oo,

0 —- LC(G(A)/C*,C) ® Wi — It ® Wi — dtdr @ Wy — 0

0— LC(G(A)/C*,C)@ Wy = & @ Wy, — (& Tdr & &/~ d7) @ Wy j — 0
Notons qu’une fonction localement constante sur G(A) est constante sur les classes
modulo C*, et donc que LC(G(A)/C*,C) = LC(G(A), C). On appelle applications
d’Fichler-Shimura les applications tgg de connexion

H°(G(Q), o dr ® Wy;) — H' (G(Q),LC(G(A), C) @ Wy ;)
H(G(Q), (o Fdr @ &/~ dT) ® Wy ;) — H' (G(Q),LC(G(A),C) @ Wy;)
ainsi que celles obtenues en tensorisant par W ;(C) et en utilisant I'injection G(Q) x
G(C)-équivariante LC(G(A), Q) ® Wy, ; ® Wi ,(C) = LP(G(A), C)
H°(G(Q), @t dr @ Wy, ;) @ Wi ,(C) —» H' (G(Q),LP(G(A), C))

H°(G(Q), (T dr & &~ d7) @ Wy, ;) @ Wi ,(C) — H' (G(Q),LP(G(A), C))
Remarque 5.10. — (i) Les deux membres des secondes lignes ont une action de
G(A) x G(C), l'action de G(A) étant localement constante (et donc celle de G(R) C
G(A) se factorise a travers G(R)/G(R)4+ = {£1}) tandis que celle de G(C) est algé-
brique (triviale si on ne tensorise pas par Wy j (C)) ; le membre de gauche des premiéres
lignes a seulement une action de G(A!>°l) x G(C). L’application tgg des secondes lignes
est G(A) x G(C)-équivariante (celle des premiéres est seulement G(AI*l) x G(C)-
équivariante).

(ii) L’action de G(A) x G(Q) C G(A) x G(C) sur
H'(G(Q),LP(G(A), C)) = C®q H'(G(Q),LP(G(A), Q)),

stabilise le sous-Q-espace H!(G(Q),LP(G(A), Q)).

Maintenant,

((é g) *dr = % ( —dc:'_—:)a) dr = (—acdr_-:);)z dT’

2
et donc dr se transforme comme % sous laction de G(Q). En identiﬁant

dr a —M, cela identifie &/ +dr @ Wy ; a Fil?(o/t ® Wi+2,j+1). En passant a la

ei1Nea

18. L’isomorphisme de Kodaira-Spencer w? = Q1 (log-cusp) n’est pas G(Q)-équivariant ; celui qui

lest est w? 2 Q!(log-cusp) ® H 2. 1l envoie (%)2 sur % ® CdR Or on a ﬂ = 2in(Tex — e1),

2
% = 2iwdT et C(;Pi = 2im Cgl = —2ime1 A ez, et donc % = —dr (cf. nosn et upour

les notations).
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suite exacte de cohomologie, on obtient une suite exacte

M (C) L M, 1 (C) — HY(G(Q),LC(G(A)) ® Wi).

Par ailleurs, U'inclusion naturelle My4o ;41(C) — M,?L’jﬂ)k(C) induit un isomor-
phisme
Mpt2,541(C) = My 51y 5 (C)/dM(C).

D’out une injection (d’Eichler-Shimura), G(A)-équivariante,
1ms : Mit2,41(C) = H'(G(Q),LC(G(A),C) @ Wy ;).
En faisant la somme sur les couples (k, ), on en déduit une injection
15 : Oy (Mis2,51(C) @ WE,) = H'(G(Q), LP(G(A), O)).

5.3.2. Décomposition suivant laction de G(R)/G(R)4+. — Si X(G(A)) est un es-
pace de fonctions sur G(A), stable par translation a droite par G(A) et par transla-
tion a gauche par G(Q), et sur lequel G(R); C G(A) agit trivialement, on note
HY(G(Q), X(G(A)))* le sous-espace de H'(G(Q), X(G(A))) sur lequel ('9)
agit par +1. Tout élément v de H'(G(Q), X(G(A))) s’écrit, de maniére unique,
v =77+, avec vF € HY(G(Q), X(G(A)))*.

On note LES (f) l'élément tgs(f)*. Cela décompose 1'application tgg sous la forme

LES = LES + Lgg-

5.3.3. Torsion par un caractére algébriqgue. — Comme complément aux résultats du
n°[5.2.6] on a la remarque suivante.
Remarque 5.11. — Soit x = n| |4 : A*/Q* — C* algébrique de poids a. Notons
HY(M) le groupe H*(G(Q), M) et, si X = LC, ¢ et F = C, L, notons Xp 'espace
X(G(A), F).

(i) On a un diagramme commutatif G(A!>°l)-équivariants :

®(nda odet)(e1 Aea)®
Mi42,j+1(C) £ - Mpy2,j-a+1(C) ® X

\L LES lLES

®(nd% odet)(e1 A @
HY(LCe ® W) — AN (06 @ Wiy—a) © X

(ii) Si L est une extension finie de Q,, on a un diagramme G(A)-équivariant :

®(ndaodet)(e1he2)” (e] Aes )

HY(LCL ® W) @ W, HY(LCL ® Wi j—a) @ Wi, _, @ xP)

| l

(P) ode
HY(%y) R HY(%) X

a

En particulier, si x = | |4, alors x®)((—1), 11°l) = (=1)2, et donc les twists du

diagramme ci-dessus multiplient I'action de (' 9)_ par (=1)".
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6. Cohomologie des courbes modulaires

Dans ce chapitre, on passe en revue les différents théorémes de comparaison pour les
formes modulaires et la cohomologie de G(Q) ; en particulier, on donne (cf. n°[6.4.3)
une description de I'application d’Eichler-Shimura p-adique, cruciale pour la factori-
sation de la cohomologie complétée du chap.[I3]

6.1. L’espace G(Q)\(# x G(Al>=l))
6.1.1. Espaces de modules. — Soit ¢ = (goo, ¢! € G(A). Si goo = (o Z‘:) €

Coo

G(R), notons (:;Egg) le vecteur goo - (1) = (¢=ifh=) € C? et V(g) le sous-Q-
espace de C engendré par wi(g),ws2(g). Alors R ® V(g) — C est un isomorphisme,

et ¢!l fournit une base Ag,1,Ag,2 du Al>*Lmodule Hom(V (g), Al*°[) par la formule

Joo[ _ (Ag,l(wl(g)) Ag,z(wl(g)))
g Ag1(@3(9)) Ag.2(wa(9)) )"
Siy e G(Q), alors wi(vg),w2(7g) est une base de V(g), et Aygj = Agj,sij =1,2.

On en déduit une bijection naturelle :
G(Q)\G(A) «+— {V C C, R®V 3 C+ base (A, A2) de Hom(V, Al®l)}.

Maintenant, si (V, A1, A2) est un élément du membre de droite, on peut lui associer
(V*, A1, A2), oit V¥ C V est Pensemble des v tels que Ay (v), Ay(v) € Z. Alors V+
est un Z-réseau de V (et donc un réseau de C) et (A1, A2) est une base du Z-module
Hom(V+,Z). On en déduit des bijections naturelles

G(Q)\G(A) == {VCc C, R®V 5 C+base (A, \2) de Hom(V, Al>[)}
K K
G(Z)\(G(R) x G(Z)) = {A réseau de C + base (A1, \2) de Hom(A, Z)}
Ceci fournit un isomorphisme d’espaces analytiques

G(Q\(# x G(AI®N) = G(Z)\(A# x G(Z)),

qui explique pourquoi la cohomologie de G(Z)\ (S x G(Z)) est naturellement munie
d’une action de G(Al®l) et pas seulement de G(Z).

Remarque 6.1. — Se donner une base (A1, A2) de Hom(V, A]OO[) est équivalent a se
donner une base de Z ® V™ (prendre la base duale).

6.1.2. Quotients de G(Q)\( x G(AI>®l)). — Si K est un sous-groupe ouvert com-
pact de G(AI>®l); soit

Y(K)(C) := G(Q\(A# x G(AI®])) /K = G(Z)\(# x G(Z))/K.

C’est une surface de Riemann non compacte dont l’ensemble des composantes
connexes est Z*/ det K.
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Si K = f(N)7 on note simplement Y (N)(C) la surface de Riemann Y (K)(C). On
a un isomorphisme de surfaces de Riemann (on note encore a un relévement arbitraire
de a € (Z/N)* dans Z) :

(D(NN\AT) x (Z/N)* S Y(N)(C), (r,a)— (C/(ZSZr), %, %)

Par ailleurs, on a des isomorphismes de surfaces de Riemann (on note encore a un
relévement arbitraire de a € (Z/N)* dans Z*)

(P(N)\AF) x (Z/N)* 5 GQN x GAI®D)/T(N), - (r,a) = (7, (8
(P(N)\F) x (Z/N)* 5 GQ\G(A)/(C* x T(N)),  (w+iy,a) ~ (8

?)),
1):(§9))
Le groupe G(Al*®l) agit sur la limite projective lim Y (K)(C), pour K décrivant les
sous-groupes ouverts compacts de G(Al*®l) (la conjugaison par un élément de G(Al>)
est un automorphisme du systéme des sous-groupes compacts de G(A]"C[)), et donc

aussi sur sa cohomologie (qui, par définition, est la limite inductive des cohomologies
de Y(K)(C)).

6.1.3. Systemes locaur. — La représentation Wy, j du n°[.2.T|définit un systéme local
W,Ej sur Y(K)(C) (le B est I'initiale de Betti). La cohomologie de ce systéme local
est reliée a la cohomologie de T'(1) N K, et peut s’exprimer en termes de celle de T'(1)
via le lemme de Shapiro :

HY(Y(K)(C),WE,) = H(L(1),LC(G(Z)/K, Z) ® Wi ;).
En passant a la limite sur K, on obtient des isomorphismes
lim H'(Y (K)(C), W;) = H'(I'(1), LC(G(Z), Z) ® Wy ;)
le second isomorphisme résultant de ce que LC(G(A),Z) = Ind(?((g)LC((G(QLZ).
On a les mémes résultats pour les cohomologies H! (& support compact) et Héar
(parabolique).

Tensoriser W, ; par le faisceau structural produit un fibré vectoriel W,?I; muni de
la connexion V induite par la différentielle d : & — Q! sur le faisceau structural.
Les formes modulaires quasi-holomorphes adéliques de poids (k, j) s’identifient aux
sections globales, i.e. lim H(Y (K)(C), W,f};'), qui sont & croissance lente & I'infini. Le
théoréme de comparaison Betti-de Rham fournit, si § € { , ¢, par}, un isomorphisme :

lim By (Y (K)(C), W) 2 C g limg Hi (¥ (K)(C), WE)).
6.1.4. Interprétation géométrique. — SiT est un sous-groupe de congruence de I'(1),

soit I’ le produit semi-direct de I' par Z? des matrices

v = (lclgg))), (2b) €T et (u,v) € Z°.
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On fait agir 4" sur # x C par v'-(1, 2) = (Z:is, Z"C’;‘fr;l"“). Alors T\ (A7 x C) se surjecte
sur I\ via (7,z) — 7 et la fibre en 7 est le tore complexe E, = C/(Z & Z7). Le
systeme local (W7 ()P est I'homologie Hy(E;,Z) = Z & Z7; les ¢léments e} et e}
correspondent respectivement & —1 et 7. Siy = (‘é 2) € I', Paction de la monodromie
correspondant & «y sur v se calcule en suivant v le long d’un chemin reliant 7 a4y~ ! -7
(le groupe fondamental agit naturellement & droite, et pour transformer notre action
a gauche en action a droite, il faut faire agir v par y~1). La base (e}, e3) = (—1,7)
se transforme en ( — 1, _‘Zfa) ~ (T —a,dr —b) = (ae + ce3, bel + de3), ce qui est
effectivement I'action sur W,

Le systéme local WEO est donc la cohomologie de Betti de la famille des E; ; le
fibré U — WiH(U) = 6(U) @ W19 en est la cohomologie de de Rham ; la connexion

V = d®1 ci-dessus est la connexion de Gauss-Manin. Les W,E et W,;“;‘ s’obtiennent a

partir de W, et W{lft par des opérations tensorielles. La forme Te; — ey est la forme
dz sur E; (ces deux formes prennent les mémes valeurs sur e} et e}, a savoir —1 et 7).
Il est d’usage de poser

t = 62Z7TZ 2271’7"

y g=¢€

On a un isomorphisme (induit par z — t) et des identifications

E, =C/(Z®Zr) = C*/¢?, % =2irdz=2in(re; —e1), % = 2imdr.

6.2. Les courbes modulaires

6.2.1. Espaces de modules de courbes elliptiques. — Si K est un sous-groupe ouvert
compact de G(AJ*®l), on note X(K)(C) la compactifice (lisse) de Y (K)(C) obtenue
en rajoutant & Y (K)(C) des « pointes ». Alors X (K)(C) est 'ensemble des C-points
d’une courbe algébrique X (K) qui admet un modéle connexe (mais pas géométrique-
ment connexe) sur Q. On note X (K)* la courbe X (K) avec une structure logarith-
mique aux pointes.

Si N > 1, on note simplement X (N) la courbe X(I'(V)), compactifice de Y (V).
Alors Y(N) paramétre les triplets (E, e1, e2) & isomorphisme prés, ot F est une courbe
elliptique, et (e1,e2) une base sur Z/N du sous-groupe E[N] de N-torsion de E. La
courbe Y (V) est définie sur Q, mais n’est pas géométriquement connexe : le corps des
constantes de (Y (N)) est Q((n), et les composantes connexes de Y (N)q(c,) sont
en bijection avec I’ensemble p%; des racines primitives N-iémes de l'unité (si n € p¥,
la composante correspondant a n parameétre les triplets (E, ey, es) comme ci-dessus
tels que l'accouplement de Weil (eq, e3) de eg et ez soit égal a ). On identifie p% a
(Z/N)* en envoyant a € (Z/N)* sur (§, = e2m /N,

On note oo, la pointe a l'infini de (I'(N)\J#F) x {a} C Y(N)(C) (cf. n°[6.1.2).
C’est un point de X(N)(Q(¢n)), et si u € Z* et o, € Gal(Q¥/Q) est 'image
inverse de u par le caractére cyclotomique, alors o,(00,) = 00yq-
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6.2.2. Le voisinage p-adique de la pointe co. — Soit C = C,, (ou, plus généralement,
un corps algébriquement clos, complet pour v,). Soit Z(1)c C X(1)¢ le lieu para-
métrant les courbes elliptiques & réduction multiplicative (i.e. v,(j) < 0). C’est une
boule ouverte unité (de paramétre % ou q).

Si N > 1, notons my : X(N) — X (1) lapplication naturelle, et Z(N)¢ la com-
posante connexe de 7y'(Z(1)¢) stable par (} %) C G(Z/N). Alors Z(N)c est
une boule ouverte de paramétre local ¢*/N et 7% : 01 (Z(1)c) € 0+ (Z(N)c) est
Iinclusion 0¢([q]] = Oc[¢*/N]].

Enfin, on note Z(0)¢ la limite projective des Z(N)c.

6.2.3. Systemes locauxr. — Les faisceaux du n°[6.1.4] ont des avatars algébriques :
le tore E, est 'ensemble des C-points d’une courbe elliptique, et les courbes Y (K)
paramétrent des courbes elliptiques avec structure de niveau. La cohomologie de la
courbe elliptique universelle au-dessus de Y (K) fournit donc des faisceaux J4. . sur
Y (K) ou son analytifiée.

Posons FB = Q, FI® = Q et F* = Q, (avec B = Betti, dR = de Rham, ét =
étale). Si truc € {B,dR,ét} et si k € N et j € Z, on note W'} le F"""“~faisceau

Wit = Sym* e © (H200) -
Notons que s£2._ = det J£L

“truc truc
considérées et que 'on a (L, )* = L @(H2,.) L. On en déduit un isomorphisme

(Wime)® = wite

est le twist de Tate (—1) dans chacune des cohomologies

Le fibré 57}z admet comme sous-fibré de rang 1, le fibré w (des formes différentielles
holomorphes sur la courbe elliptique universelle), et donc une filtration

Fil' 4, = Ay, Fil' A, =w, FilPok =o0.
Comme 3, = N>R, le fibré A3, est muni de la filtration
Fil' 03 = %, FilPAR =0,
et les fibrés W,il} sont munis de la filtration obtenue par produit tensoriel :
Fil* 7wt = i Wi, FIFTTWER = wb T @ Sym” .
6.2.4. Le motif Q(i) et ses réalisations. — Soit Q(1) le motif de Tate. On note Q(1)g,
Qp(1) et Q(1)gr ses réalisations de Betti, étale p-adique, et de de Rham. Alors Q(1)g

et Q(1)qr sont des Q-espaces de dimension 1, admettant des bases naturelles (p
et (4qr. On a des isomorphismes de comparaison :

CoQ1)p=CoQ(l)ar, Q®Q(1)r=Q,(1), Bir®Q(l)p=Bir ® Q(1)dr
et, via ces isomorphismes, (g et (qr sont reliés par :

1®(p = 2im ® (ar (dans C® Q(1)p), 1®(p=1® (ar (dans Bar ® Q(1)p).
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On note encore (g (ou (g ) 'élément 1 ® (g de Q,(1); on a donc o(¢g) = €,(0)(B, si
o< GQ.

Plus généralement, si ¢ > 0, on note Q(i) la puissance tensorielle i-iéme de Q(1)
et, si i <0, on note Q(¢) le dual de Q(—1). Alors Q(i)p et Q(i)qr sont des Q-espaces
de dimension 1 admettant (% et CéR comme base.

Notons que e}, e est une base anti-orientée du H; de la courbe elliptique univer-
selle, et donc que

efNey=—Cp et e Nex=—(5
Il s’ensuit que
Teg—e k Tegs—e k+2 i ~74+1
((EIer;))j dr = — ((eleezl)%+1 _ (_1)JC113+ (dz)k+2
i (tea—ep)” s\ — j ; j
(—=2im)* 17 Qe dr — (—1)FH((2im) 71 )7 (20 d2)P 2 = (—1)FHI I (%)

6.2.5. Cohomologie. — Si truc € {B,dR,ét}, on note H,. .. la cohomologie corres-
pondante (la cohomologie étale est la géométrique, i.e. celle des X (K)* x Q, la struc-
ture logarithmique a pour effet de permettre les revétements profinis ramifiés en les
pointes : ce qu'on obtient est souvent appelé cohomologie log-Kummer-(pro)étale),
Ht.ruc,c
(i.e. l'image de H — He..). Alors H}

truc,c truc, par
H!

truc,c?

la cohomologie & support compact et H, la cohomologie parabolique

truc, par
est naturellement un quotient de
mais le principe de Manin-Drinfeld fournit un scindage naturel, ce qui permet

. " 1
de considérer Hy e par

Les HéRn(X(K) X, Wkd,l;“), pour § € {, ¢, par}, sont munis d’une filtration induite par

comme un sous-objet de Hy . ..

celle de W,?? dont le gradué associé n’a que deux termes non nuls H, (?Fgu (X(K)*, W,f’l;”)
(sous-objet de Hleﬁ(X(K)X,W,il;“)) et Hgi%ﬁ(X(K)X,W,??) (le quotient).
La théorie de Hodge fournit une décomposition (0l we, = ( o (1))OO et Hc=C®qH)

H&R, par()(([()>< ’ WI?,I})C = Héig, par(X(K) 8 ? Wk:d,l;{)c @ H((i)i%, par(X(K)X ) ng,l})07

les représentants harmoniques étant MY, ;. (K, C) pour H? et woex MY, 5 (K, C)
pour H%1. On a aussi C® Héig(X(K)X, Wg}}) = My12,4+1(K,C).

On a un diagramme commutatif d’isomorphismes de comparaison (entre les lignes
1 et 2, il s’agit de la comparaison entre cohomologies de Betti et de de Rham combinée
avec la comparaison entre cohomologie de de Rham algébrique et cohomologie de de
Rham classique, entre les lignes 2 et 3, c’est la théorie de Hodge (et l'existence de
représentants harmoniques), entre les 3 et 4, c’est I'isomorphisme d’Eichler-Shimura,

entre les 4 et 1, c’est la comparaison entre la cohomologie du groupe fondamental et
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celle des systémes locaux) :

C ®Q ‘[—”’]13.,1:>ar(‘XV(‘KV)>< (C)7 Wl?,])

2y N
C @q Hip par (X (K)*, W)
i Vi
MlsirQ J+1<K’ C) ( *M,Sig J+1(K’ C))

¢/LES

C@q H},,.(F(1), €(G(Z)/ K, Wi ;)
6.2.6. Dualité. — On dispose d’une application trace
thruc C(X( ) Wtruc) Ftruc ® Ct:‘i(:

et, si K C K’, d'un diagramme commutatif (qui se déduit du diagramme analogue
pour les H?) :

Tr _
Ht2ruc C(X( ) Wtruc) Ftruc ® Ctric

resTlcor [K':K]T\Lid

H?2 (X( ) Wtruc) Tr [Frtruc ® Ct_l‘lllC

truc,c

En composant le cup-produit avec la projection naturelle Wy, _; @ Wi ; — Woo
puis avec 'application trace ci-dessus, cela fournit des dualités :

< ’ >truc K - Htlruc(X( ) lerllcm]) X Htlruc c(X(K) Wtruc) - Ftruc ® Ct_ric
< ’ >tYUC,K Htlruc par(X( ) ngrllclcj) X Htlruc par(X(K) Wtruc) - Ftruc ® Ct_r&c

De plus, on a

(62) <N’K3 res(¢K/)>trUC7K = <COI‘([LK), ¢K/>truc,K’
pour tous KUK € I{tlruc()((l()>< 9 ng,rllclij) et ¢K' € Htlruc c()(([(l)>< ’ ng,rjuc)

6.2.7. Compatibilité des accouplements de dualité. — Soit N > 1. On dispose d’ac-
couplements :

)t H'(D(1), € (G(Z/N), Wi —j)) X Hpor(P(1), € (G(Z/N), Wi3)) = Q
)B Hé( (N)(C), Wik—j) % HE par (Y (N)(C), ij) - Qe

Yar + Hip (X(N) Wik_;) % Hig par (X (V) WED) = Q@ (r
IR ( ( ) ® woo x Mg™ (N)) x (ME" (N )@woo*Mpar( )) = C
M—h+2k+1—j, D=k+2j+1

)
b
)

(
(
(
(

Les accouplements ( , ) et (, )qr sont obtenus via H? ; 'accouplement { , ) est celui
du § et {, )i est obtenu en évaluant le cup-produit des deux formes différentielles
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le long de la classe fondamentale de H123,c» ie.

(1, P2)n :/(N)(C) d1 N\ P2

(Ter—e2) (ter— Pz)
(e1nez)k— Jd A (e1N\ez)d

geant les roles de 7 et 7, on voit apparaitre la forme y*dzdy habituelle intervenant
dans le produit scalaire de Petersson.)

(Quand on développe dt et les expressions analogues échan-

Ces accouplements se correspondent (aprés extension des scalaires a C) via les
isomorphismes de comparaison (et l'identité (g = 2im (4Rr) :

(6.3) (tBs(91), trs(d2)) = (P1, d2)n
(tdr (1) tdr (92))B ® (B = 2im (61, P2)ar © Car
(i (1), T (#2))ar @ Car = 5= (b1, d2)m
On en déduit la formule explicite suivante.
Lemme 6.4. — Soient ®; € Hjp . (X(N)*, W) et @5 € Hip (X(N)*, WR ),

et soient ®r = (M (®y) et ®Hor = [ (D2) les représentants harmoniques de @4
et ®,. Alors

(@1,P2)ar,y(N) ® Car = ﬁ/ Y A BY
Y(N)(C)

R,par

r r Joo|
- & > (@l e (39))
DINNAY (e (z/N)>

=2 > (B eal ) A ((50) ™ x el )(r 1
DN\ (e (z/N)*

6.3. Cohomologie de la tour des courbes modulaires
Si truc € {B,dR, ét}, et si 4 € { , ¢, par}, posons :
gtrucﬁ truC = hm Htructi (X( ) Wtruc)7

gtrucﬁ truc : hﬂ Htrucﬁ (X( ) Wkt:fjuc)v
K

ott K parcourt les sous-groupes ouverts compacts de G(Al*°l) (on peut se contenter
des T(IN) puisque ceux-ci forment un systéme cofinal) ; les fleches de transition sont
les corestrictions pour ﬂ et les restrictions pour

De méme, si S est un ensemble fini de nombres premiers, on pose

gtrucﬁ I:fjuc = lim Htrucﬁ (X( ) Wtruc)7
K

gtrucﬁ truc S = hg Htlructi (X( ) lef;lc)7
K
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ot K parcourt les sous-groupes ouverts compacts de G(Qg).
Les ggrucﬁ(wlgjuc) et les ggrucﬁ(lef}lc) (resp. les g'}rucﬂ (ngf]uc)s et les (H%rucﬁ (ngf]uc)s)
sont munis d’actions de G(Al>®l) (resp. de G(Qg)), lisses pour les gl.

6.3.1. Comparaison avec la cohomologie de G(Q). — On a des isomorphismes com-
mutant aux actions de G(AI*l), pour 4 € { , ¢, par} et x € { , S},

Q) ®q Hy(Wii)e = Hiy(Wih)..
C®Qg8ﬁ )*—C®Q ngﬁ ij)

Bar ©q Hizy(Wi)+ = Bar ®qQ Hap (Wi

Et de méme pour ﬂl. Pour mémoire, rappelons les isomorphismes déja mentionnés.

Hy,(W)) = HH(G(Q), LC(G(AI™]), Q) @ Wy ),
Hb,(Wiy)s = Hy (G(Z[5]), LC(G(Qs), Q) ® Wij).
6.3.2. Dualité. — La formule (6.2) montre que accouplement passe a la limite : si

H= (:LLK)K € L truc(X( ) W]‘sr}gcj)
QS (QSK)KEIE trucc(X( ) Wtruc)

on pose

(65) <:u7 ¢>truc = th <:U'K7 ¢K>truc,K

(la suite est en fait stationnaire pour K assez petit, et il suffit de prendre K de la
forme I'(N)). L’accouplement

truc truc truc —1
) truc ﬁtruc k,k— j * X gtruc c « = F ® Ctruc

ainsi défini commute aux actions de G(AI®l) ou G(Qg) (agissant trivialement
sur Cruc), et est une dualité si x € { ,S}.
Il en est de méme de sa restriction & Hie, par(WiHS )« X Hruc, par(Wil5 )

6.3.3. Formes modulaires quasi-holomorphes géométriques. — Soit
W = Wk @ (L)
C’est un fibré en droites engendré, localement pour la topologie analytique, par
. . . k .
CQR(%)’C = (—1)7(2im)~~ (o) — (—1)7 (2im)*~ 37“62 )" Posons

(e1Nez)d (e1nez)?

HO(WH7) = lim HO(X (K)*,wh7) = lim HO(X(N)*, W),

ou K décrit les sous-groupes ouverts compacts de G(A]Oo[) et N les entiers > 1. On
a (en notant O*mP(1) les fonctions holomorphes sur ST, a croissance lente a
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linfini, i.e. aux pointes)
C®q HY(X(N)*,wh) = Coq H*(X(1)*,LC(G(Z/N),Z) @ w"7)
= HO(T(1),LC(G(Z/N), Z) ® 6" (o) Teae)

(e1Aez)d

On en déduit que (le passage de I'(1) a G(Q) se fait via le lemme de Shapiro)
C®q Q = H(I'(1),LC(G(Z),Z) ® ® O () (rea—ent

61/\62)

= HY(G(Q), o+ ® G20y = M, (C)

(61 /\62)J

Plus généralement,

C@q HO(Fil* 7" Wil = M

(C).
Proposition 6.6. — L’image de H°(w"7) dans My, ;(C) est (2im)*~7 My ;(Q).

(Tea— el) k
(61 /\62)

sige HY(X(N)*,wk), on note g, = ERE%N cb.n(9)g" son g-développement en ooy,
Si ¢, € My ;(C) correspond & (2im)7~*g, on a K (¢, n®b) = c;.n(g), sin > 0 et
b € Z* (en définissant ¢, (g) comme ¢, (g), si b a comme image b dans (Z/N)*).

Démonstration. — Le (2im)*~7 vient du passage de CgR(d " a . Maintenant,

Or 04(96) = gab (i-€. Ta(con(9)) = Cann(g), pour tout n € +N), si a € Z*, puisque
04(00p) = 00gp. 11 sensuit que o, (K (¢g,u)) = H (¢y,au), si a € Z* et u € Al=b*
ce qui permet de conclure. O

6.4. La conjecture Cyr pour les formes modulaires

6.4.1. Formes modulaires quasi-holomorphes géométriques. — On pourra consul-
ter [64] pour des compléments sur ce qui suit.

Compte-tenu de l'isomorphisme de Kodaira-Spencer w?!

5 O on peut voir la
connexion de Gauss-Manin comme une connexion
. i7dR
V.Wk’ %WHQJH

En passant aux sections globales, on obtient une décomposition

HO(Wilky 1) = V- HOW) @ HO (@271,
Autrement dit, ’application naturelle
dR
go(wk+2,j+1) N E (Wit J+1)
dr)
V- go Wk,j

est un isomorphisme (tout ceci est déja vrai a un niveau fini). La projection

Hol : g k+2 J+1 N g k+2 J+1

qui se déduit de la décomposition ci-dessus est la projection holomorphe (si on étend les
scalaires & C, on obtient la projection orthogonale de Mk_}f_2 j+1(C) sur My j41(C)
pour le produit scalaire de Petersson).
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Les dR sont les groupes d’hypercohomologie du complexe de faisceaux
ar(

W,S};” ~ I/V,C Yo,j41- La filtration de Hodge qui se déduit de la définition prend la

forme de la suite exacte suivante :

gO(WdR )

k+27J+1

(67) 0— W EdR g k).] °=0

6.4.2. Cohomologie proétale et formes quasi-holomorphes. — Notons Bggr, IB%;R7

OBgr et ﬁIB(J{R les faisceaux proétales en anneaux de Fontaine relatifs, et Bd+R
'anneau B (C,). Le théoréme de comparaison basique de Scholze [61], [22] fournit
un isomorphisme

Bip © Hi (W) = Hi(Big © Wi).
La conjecture Cqr pour les formes modulaires résulte alors du calcul du membre de
droite :

6 0 TR
gét(B:irR ® Wftg) Fil'(Bar ® ng i)
Nous aurons besoin d’expliciter une partie de cet isomorphisme. On note
V: OBl — OBl; @6 Ot

la connexion BjR—linéaire, coincidant avec d sur ¢. L’application induite par V sur
Bar ® H(U, W,‘cﬂ}), si U est un ouvert d’une courbe modulaire, n’est autre que la
connexion de Gauss-Manin. On a une suite exacte de faisceaux proétales

0 — B — Fil’(0Bag) > Fil’(0Bar ® Q1) = 0

Localement, on a

H\ o5t (Uc, Fil’(OBar) ®q, W) = Fil’(Bar ®q HO(U, Wi%))
proet(UC7 Fil° (OB4r) ®q, W, ) =0
H st (Uc, Fil’(OBar ®6 ) ®q, W) = Fil’(Bar ®q H(U, W% @ Q)),
H} st (U, Fil°(OBar ®6 Q') ®q, Wi;) = 0.

On en déduit des isomorphismes

HY oet (FiI°(0Bar) ® ( W
gpmt (Fil°(0B4r @6 Q) ®Qp Fil’(Bar ®q g (Wk+2 1)

H ot (Fil’(OBar) ®q, Fil’(Bar ®q H'(Wi}))
H ot (FI°(OBag ®0 Q') © Fil"(Bar ®q H' (Wk+2,g+1>)

et une suite exacte que 1’on pourra comparer avec (6.7)).

N Fll BdR & g k:+2,j+1)) 1
\va Fllo BdR ® go Wl(cj}; ) gproct

Fil’(Bar ®q H°(Wil))

)

)

zf’fj)

Q, Wi;)

(Bir®q, W) = Fil'(Bare H' (W) V="
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6.4.3. L’application d’Fichler-Shimura p-adique. — La fléche

.FilO(BdR®gO(W1§1§2,j+1)) L HL (B g, W)
' V'Fﬂo(BdRQ@go(Wg}})) gproct dR ¥Qp Wk,j

LES,p

admet la description suivante.

Soit, K un sous-groupe ouvert de G(Z). Soit f € Fil’(Bqr@H(X (K)*, W,?f”“)),
et soit U un ouvert affinoide de X (K), de m; géométrique Gy. Si U est assez petit,
on peut résoudre 1’équation Vgy = f sur U, avec

gu € Fil’(0Bar ® W) = (Fil’0Bar) ® Wi

Sio € Gy, alors V((c —1)gy) = (6 —1)-Vgy = (6 —1)f =0, et donc o — (0 —1)gu
est un 1-cocycle sur Gy a valeurs dans HO(Uc, B ® W,:’tj) (car (FiI°OBgr) NBar =
IB%IR). Comme gy est unique a addition prés d’un élément de H°(Ug, BIR ® W,gtj), la
classe [f]u de ce cocycle dans Héroét(Uc,BérR ® W,Stj) ne dépend que de f. Pour les
mémes raisons, si Uy, Uz sont des affinoides, les restrictions de [f]y, et [f]u, & Uy NUs
coincident (car Vgy, — Vgy, = 0), et donc les [f]u se recollent pour donner naissance
a un élément s ,(f) de HY o (X (K)&, Bl @ WEY).

6.4.4. q-développement. — Si ¢ désigne le parameétre naturel du voisinage Z(1) de
la pointe co (cf. n°7 la courbe elliptique universelle est G,,/q%, et e}, e} se
spécialisent en la base naturelle sur Z du module de Tate : ef = (Cy')n et el =
(¢"/N) . L’action du m; géométrique se factorise a travers Aut(Z(0)¢/Z(1)¢) = U(Z),
et on peut choisir le générateur v := (§ 1) de U(Z) de telle sorte que y(e}) = e} — ¥
(et on a y(eT) = ef). Comme e, ez est la base duale de e, e}, on a y(ey) = e; + ez
et y(e2) = es.

Soient

q=(q,q"", L )€ HY(Z(1),Bl) et w=log(q/q) € H'(Z(1), OBLy).

On a

y(u)=u+t et Vu:du:%.

Soient

v1 = uex —ter et vy = eo,
de telle sorte que vy, vy est une base sur ¢(Z(1)) de H(Z(1), W{f) (vu comme sous-
module de HY, ,(Z(1)c, OB, @ W) et que vy est une base de Fil'. Si T désigne la

proét

variable sur G, alors 4L est un générateur de H°(Z(1), F111Wﬁ§)), etonav; =4
(au signe prés... suivant la normalisation dans I’accouplement des périodes p-adiques).

Par ailleurs (note [18)),

(6.8) du = % = dR(dTT)2 = CdR/U%7 CdR = _t_lgB = —t_l(el /\ 62)_1.

Si f est une forme modulaire quasi-holomorphe géométrique, de poids (k+2,j+1),
ie. fe€ EO(WISEQJH), la restriction de f & Z(0)¢ peut s’écrire, de maniére unique,
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sous la forme
k
_ k+2—i, 1 ~j+1
f*E Ji®uvg U2GdR >

avec fi € 0(Z(0)¢) = C ®g, lim Ocllg*M]).
6.4.5. Projection holomorphe. — Soit 9 = d%- On a
d
Ovi =vg =e3, Ova=0, JOf;=0,fi, avec 9y = qd—q.
Proposition 6.9. — Si f = Zz o fi @ uFT2migs it ¢ g (Wit j41), la projection
holomorphe Hol(f) de f sur g (wWhkt2:3+1) est

k
Hol(f) = (Z(_l)i(kfz) 'fi) ® ”lf+2 égl'
i=0
Démonstration. — Comme du = (qrv?, On en déduit que

V(g@varl i 1 1CdR) aqg®,ullc 7.+3 i— 1CJ+1+(k+1—z)g®vlf 7.+2,Uz égl’

Une récurrence immeédiate montre que, modulo 'image de V,

k—i+2 j+1 k—it+3, i—1 -j+1 i (k—)! i k42 ~5+1
g @ vy eyt = e 0,9 ® v i = (_1)2( k!7) 949 ® v g -
Le résultat s’en déduit. ]

7. Vecteurs localement algébriques de la cohomologie complétée

Dans ce chapitre, on rappelle les résultats de Carayol [8] et Emerton [25], [26] sur
la décomposition de 'espace des vecteurs localement algébriques de la cohomologie
complétée en somme directe de représentations de G(A), et on explicite le dictionnaire
entre formes modulaires primitives et représentations de G(A).

On rappelle que I'on a fixé des plongements Q — C et Q — Q,, pour tout .

7.1. Représentations attachées a une forme primitive

Soit f e MPY; EIH(FO(N) X) primitive (cf. n° , et solent f =37, -, ang" son
g-développement et Q(f) := Q(an, n > 1) C C; alors Q(f) est un corps de nombres
muni d’un plongement dans Q C C.

Soit Q,(f) C Qp le composé de Q, et Q(f). On peut associer & f une représen-
tation 7y ;11 de GLo(Al>®l) et, si S contient les nombres premiers divisant Np, une
représentation py 11 : Gq,s — GL2(Qp(f)). La représentation py 11 est caractérisée

par le fait que
det(1— € %psjv1(o; ")) =1 — apld~F7175 4 x (O ~F=1725 i ¢ Np.

La représentation 7y 41 est celle engendrée par les g x ¢5 41 (cf. n°5.2.3), pour
g € G(Al*®l). L’application associant a ¢ € mfi+1 la fonction 25 == (¢4, ) du
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lemme permet d’identifier 7y ;41 & son modéle de Kirillov. Le nouveau vecteur de
ce modéle de Kirillov est la fonction vy ;11 définie par

_Jo six ¢ Z,
vpi+(@) =9 ., . .~ .
nJ a, six €nZ*, et n est un entier > 1.
La représentation 7 ;1 se décompose sous la forme d’un produit tensoriel restreint
/
Tfg+1 = Qe j+1,65

et v¢ j4+1 comme le produit tensoriel des nouveaux vecteurs vy ji1,0 des mr 11,0 :

it = @evpgine e vpia(u) = [Jorine(ue), siw= (o).
14

Si £1 N, alors
~Y G -
T e = Indg G (xea @ 17 o),
oll x¢,1 et x¢,2 sont des caractéres non ramifiés de Qj, et

(1= xe1(OX)(1 = xe2()X) =1 —F7F 1, X 4 x ()1 x2,

On a (pf’j+1)‘GQe = xe,1 P Xxe,2. Plus généralement, H(l}l(p‘f’j+1’[) = Tfjt1,0, DouUr
tout £.
On a

L(psj+1:8) = L(msj41,8) = L(vgjt1,8) = L(f, s+ k+1 )
(ouk+1—j=(k+2)—(j+1)). Donc
privi=pr@ey .
Les poids de Hodge-Tate de py j4q1 sont —j = —(k+ 1)+ (k+1—j)et k+1—j.
Théoréme 7.1. — (Carayol [8])
Homg aleot) (77,515 Hée o (Wi5)) = 0} j1-
7.2. Représentations cohomologiques

Soit 7 une Q-représentation de G(AI>l), lisse, irréductible. On dit que 7 est coho-
mologique 8’1l existe (k,j) tel que

m(m) := Homqg al=y (7, Hpor (G(Q), LC(G(A), Q) © Wi ;)) # 0.

Notons que cela implique que 7 est cuspidale, que Endg(a)m est un corps de nombres
Q(m), et que m admet un caractére central w, a valeurs dans Q(7)*. Le couple (k, 7)
est alors uniquement déterminé et on dit que 7 est cohomologique de poids (k+2,j+1).
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7.2.1. Multiplicités des représentations lisses. — Soit m cohomologique de poids (k+
2,7 +1). On fixe un plongement Q(w) < Q et on note Q,(7) C Q, le composé de
Q, et Q().

On rappelle que F'""¢ = Q si truc € {B,dR} et F™ = Q, si truc = ét. Si
truc € {B,dR, ét}, on pose

mtruc(ﬂ-) = HomF““C[G(A]M[ gtruc par lgfjuc))

(Comme 7 est cuspidale, on obtiendrait le méme module en remplagant la cohomologie
parabolique par 'usuelle ou celle & support compact.)

Les Mirue(m) sont des F*(rr)-modules grace a action de Q(w) sur 7, et ils sont
de rang 2. On a des isomorphismes de comparaison :

mp(m) = m()
mee () = Qp ( )®Q(Tr) mp (),
C ®q(r) ma(m) = C =) Mar (),
(m)

HZ

Bar ®@q(r) mB(7) = Bar ®Q(7r) mar ().

En particulier, mqg est un Q(m)-module filtré de rang 2 : on note mJx () le cran non
trivial de la filtration sur mqg(7),

ng(W) = HomQ[G(A]m[)](ﬂ.7EO(wk+27j+1))’
et myp () le quotient, de telle sorte que le gradué associé est
gr(mar (m)) = mig (1) & mgg (7).

De méme, me;(m) est une représentation de Gq de rang 2 sur Q,(7) ; sa restriction a
Gq, est deRham a poids de Hodge-Tate j et j —k — 1, et

Dar(met(m)) = Qp(T) ®q(r) mar(T)

en tant que Qp(7)-module filtré.
La théorie de Hodge fournit un scindage naturel de la filtration de Hodge, apreés
extension des scalaires a C :

C @q(r) Man(7) = m(k+1—j7—j)(ﬂ-) P m(—j,k+1—j)(ﬂ)’
avec
mFH=70) (1) = C @qen mgp (1) et mTTF=D (1) 55 C @ (r) mag (7).

De plus, (') _ échange m(=3k+H1=0) (1) et mFH1=3:=) (1),
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7.2.2. Dualité. — On note 7 la contragrédiente de w, i.e. l'espace des vecteurs
G(Al*®°D)-lisses de Hom(7, Q). On a wz = wy', et © = 7 ® w;'. On en déduit, en
utilisant le (i) du lemme que 7 est de poids (k+ 2,k + 1 — j).

Si truc € {B,ét,dR}, on a une application naturelle de ggmc,pm(w,gf;;gj) dans
g%ruc, par(lefllcli]% envoyant (I‘N)N sur (

naturel

1
OB ZN)N, et donc un accouplement
. 1 1 —1
< ) >truc . gtruc,par(ngfllclij) X gtruc,par(le,er'm) - Ftruc ® Ctruc
On en déduit des dualités naturelles
< 9 >truc : mtruc(ﬁ-) X mtruc(ﬂ-) — Ftruc ® Ct;icﬁ
définies par

<;}/(T))7’Y(v)>truc = <’73 7>truc . <U,U>,
pour tous ¥ € 7, v € 7.
7.2.3. Encadrement et modéle de Kirillov. — Un encadrement de 7 est un modéle de
Kirillov pour 7, i.e. une injection P(Al*®l)-équivariante

T LC(A]OO[’*, Q(,ﬂ_) ®Q Qcycl)z*’

ot (3%) € P(AI®D) agit par ((§?) x ¢)(z) = el®l(ba)¢(az), et I'invariance par A
se traduit par ¢(az) = o4(é(x)), si a € Z* et x € Al>el* (et o, agit sur Q).
Toute représentation cohomologique irréductible admet un encadrement (unique a
multiplication prés par un élément de Q(m)*).
Une représentation encadrée de G(AJ>®!) est un sous-P(AJ*D)-module
TC LC(A]OO[7*, Q(']T) ®Q CszCl)Z*7
muni d’une action lisse de G(AI*®l) étendant celle de P(Al>l).

7.2.4. Encadrement de représentations localement algébriques. — Soit
Lpl—d:k—il (A]OO[’*’ Q,(7) ®q Qcycl)

lespace des Zf:_i] $: X", avec ¢; € LC(Al®l* Q, (1) ®q Q). On munit cet espace

d’une action de P(Al*®l) par la formule
((85) * &) (w, X) = e(bz)e™* d(au, a, X).

Si 78 = 1 ®q(n) Wi ;(Qp(m)), un encadrement de 7218 est un modéle de Kirillov
pour 728, i.e. une injection P(Al*®l)-équivariante

ﬂ_alg N LP[—j,k—j](‘A]oo[,*7 Qp(ﬂ') ® QCyCl)z*,

Vinvariance par Z* se traduisant par ¢(au, X) = oq(¢(u, X)).
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Si 7 est encadrée, on fabrique un encadrement de 7% par :

k

Z(b ® (k(ezi)' el/\e*)J = ZQSZXl J

i=0
7.2.5. Nouveau vecteur. — Si w est de conducteur N, il existe v, € m, unique, le
nouveau vecteur de m, tel que

(2%) *x vr = wr(d)vg, pour tout (24) € To(N), vg(z)=1,sizeZ*

Notons que v, est & support dans zZ (par invariance par (1 z )), et que v, (x) € Q(m)

(par invariance par Z*) et ne dépend que de |z|a (par invariance par (20* ?))

7.2.6. Factorisation de m. — La fonction v, admet une factorisation naturelle sous
la, forme

*

©l) = [ omeue), o vry € LC(QF, Q(r) ®q Qlatg=)) ™ et vr (1) = 1.
14

140

Les translatés de v, sous l'action de G(Qg) sont de la forme vr' ® ¢y, o1

vlﬂ = Qq#LVr,q, 1€ v]e[ H VU, q(tq),

q#l

et ¢y € LC(Q}, Q(m) ®q Q14 )) % . Le Q()-espace m, engendré par les ¢ hérite de
Paction de G(Qy); c’est donc une représentation de G(Qy), naturellement encadrée,
et dont le nouveau vecteur est v ¢.

L’application @ (s, vr¢) — LC (A]‘X’[’*, Q(m)®q Qcyd)z envoyant Qy¢g, ol ¢y =
v ¢ pour presque tout ¢, sur la fonction ul*el [1; ¢e(ue), induit un isomorphisme
G(Al>®l)-équivariant

®¢(me, Vr0) = (T, 05).

7.2.7. L'élément 1}y . de mar(m) et la forme modulaire fr. — L’espace miy(m)
admet une base naturelle L(—;R . définie par

(LIRJT(”U))(T, (3 (1))) = (72i7r)k+1*j( Z n(k+2)*(j+1)v(nu)eoo(fm')) ® %dT
neQy

= (—1)k( Z n(k+2)_(-j+1)v(nu)eoo( )) ® CJH(%)}HQ
nEQi

La forme modulaire f, définie par
. _i(rea—er)*
(1 () (7, 1) = fr(7) @ (—2im) 177 Ceame gy
est primitive, et appartient a Sky2(To(N), @ 1). Son g-développement est

fr = Z ang”, avec ap = nFT1 Iy (nlh).
n>1
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On note f* la forme modulaire dont le ¢-développement est

= Zﬂq", et donc fX(7) = fr(=7).

n>1

On a aussi

fr=fa®@w, (Le @, =a@r(n)ay,).
Alors 7 et ses multiplicités s’expriment en termes de f, et des représentations asso-
ciées :

Ty g1, Ma(T) =% i = g @6,

7.2.8. L’élément vy . de mar(m) et la période (). — L’accouplement ( , )ar est
identiquement nul sur m_ (%) x mg (m); il induit donc des dualités sur mgp (7) x
mig () et mis (%) xmyg (7). On note Lar.+ €t Lag . les éléments de mgg () et mgg ()
vérifiant

<L(;R,7‘r7 LIR,JdR = C(;I%7 <LIR,7?7 LER,TJdR = Cgpiv
et on note encore 3y » et tyg . leurs représentants harmoniques dans mU *k’jﬂ)(ir)
et m(—HkF+1=0) (7).
Il existe A(m), A(7) € C tels que

- - + -\ (-~ +

4R, x = () ( o (1))00 * LR, LdRx — A7) ( o (1))00 *LaR, %
Lemme 7.2. — On a \(7) = —\(7).
Démonstration. — Posons

¢r = LdR <(Un),  Or = LJRJT(UW), or = L(J{R,fr(vﬁ), Or = L(;R,fr(vﬁ')
Par définition,
<LIR,7?7 LqR.x)dR = (OF, b7 )ar = Cn » (Lar.a LIR,w)dR = (¢5, ¢ )ar = (ir -
Posons wo, = (Bl ?)Oo. On a
b7 = M) Woo * ¢, G- = A7) weo * O

Comme w2, =1 et (woo x b, Woo * D)ar = <¢3, @)ar car T — T renverse l'orientation,
il résulte de ce qui précéde que

AT) = —(Woo * @, A(T)Woo * G Yar ® Car = — (Weo * D1, &5 Yar @ Car
—(A(7)¢T, 7 Var ® Car = —A(7)
O

Lemme 7.8. — Soit vl = QpgsVre. St m 2 LG — L* est un caractére localement
constant, alors :

(tar @ @) (r, (§9)) = (=2im) ' In(u)(fr © 1zgn)(r) ® %‘h

(@S @m) (7 (89)) = n(=1)A) 2im) 1 In(w) (fr @ 1z5m)(—7) @ T2 ar
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Démonstration. — La premiére formule est immédiate sur la définition. La seconde
se démontre en utilisant la formule 17, . = AT weo*t 1y . (cela fait apparaitre le \(m)
et remplace 7 par 7), puis en utilisant I'invariance par (' ?) € G(Q) (cela change

e;en —ej, uen —u et 7 en —T). O
7.2.9. Les périodes Q. — Aprés extension des scalaires, m(m) acquiert une base
naturelle :

C @qem m(m) = Cuis © tig x & Clgs © Lip
On note Q2 (7) les coordonnées de v € m(w) dans cette base (ce sont des nombres
transcendants) :
7= (7) i 0 LgR,w + Q5 (7) tgs © LIR,W'
Lemme 7.4. — Siy € m(n) et ¥ € m(%), alors

s @ (s = 2im SE D () = U (12 ()

_ 9 B (N () — (N2 ()
2 \(7) 2 \(m) :

Démonstration. — Par définition, (¥,v)p = (¥(vz),v(vx))B. On écrit v = 4+ + 4~
et ¥ =4t + 4. Alors, par définition des périodes Q% et de ¢, qﬁﬁi (rem., on a

7 (r) = Qr (Nems (3 (97 £ (woox07))), 75 () = Qi (F)ems (3 (61 £ (weo x67)) ).
On utilise les formules

(tms (@), tms(9))B ® (B = 27 (), B)ar ® Car

(b7, 87 ) qr = Cart = —(Woo * O, Woo * ¢ )ar

(oo * §, 01 )ar = (7 s oo * ¢ ar = 0
(La premiére ligne provient de , la, seconde vient des définitions et la troisiéme

de ce que l'on a affaire au cup-produit de deux 1-formes holomorphes ou antiholo-
morphes.) On en déduit Iidentité (avec (, ) = (, Ydar)

(57 + ol # 350,07 + &/ 2 67) = 55 (00 0 67) + 207 6F + &/ 5 67)
=e—¢

et le résultat. O

7.2.10. Multiplicité des représentations localement algébriques. — Soit

T8 = 1 @) Wik, (L(T)).
Alors 78 est une représentation localement algébrique de G(A]OO[). On pose
m(ﬂ.alg) = HomL[G(A]OC[)] (ﬂ_alg7 H;ar(G(Q)a %(G(A)v L))) .
L’application naturelle (LC(G(A), Q) ® Wy ;) ®q Wi ;(L) — €(G(A), L) induit,
d’apres [26] th. 7.4.2] et [8], un isomorphisme L(7)-équivariant

me () = L(7) ®@q(ry m(m) = m(n™'8)
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On a alors une décomposition Gq x G(Al>)-¢quivariante, pour truc € { , ¢, par}

(75) Hie(G(Q), €(G(A), L))" = (P, (mee (D) @) 1)) €D (G poimtes)

ou IT parcourt les L-représentations cohomologiques irréductibles, les my (IT) sont
deux a deux non isomorphes, et « contribution des pointes » est une somme de repré-
sentations de la forme x ® I, ol x est un caractére de Gq et I est une représentation
de G(A) de la série principale (induite d’un caractére du borel); ce terme est nul
si truc = par, et disparait dans les autres cas quand on localise en un idéal non-
eisenstein.

Proposition 7.6. — Si S C & est fini et contient p, alors
HOmL[G(A]m,S[)] (L(W) ®Q(ﬂ.) F]S[, Hl(G(Q), CK(G(A)’ L))alg) = Mt (71') ®L(7r) ngg

Démonstration. — Cela résulte de la décomposition (7.5) et du théoréme de mul-
tiplicité 1 : la représentation 75l détermine me () par le théoréme de densité de
Cebotarev, qui elle-méme détermine les m, pour £ € S ainsi que ngg car la compo-

sante algébrique est encodée dans les poids de Hodge-Tate de la restriction de mg ()
aGq,- O

7.3. Torsion par un caractére

7.8.1. Torsion d’une représentation encadrée. — Si 7w est une représentation enca-
drée de G(AI®l), et si x : A*/Q* — L* est un caractére lisse, on note 7 ® x la
représentation encadrée dont 1’espace est {G(x Yo x, ¢ € 7}, avec action de
G(Al*®l) donnée par

g* (¢ x) = x(detg) (g x ¢) x-
On a
(&%) * (@) (2) = e>*l(ba)p(az)x(az) = x(@) (((§}) * &) x) (),
ce qui prouve que I’action de G(Al*l) prolonge bien I'action de P(Al*l),

e Torsion par une puissance de | |a.— Si 7 est une représentation cohomologique
encadrée de poids (k+2,j+1), et sia € Z, alors 7®| |4 est de poids (k+2,j+1—a),
et on a un isomorphisme naturel

mp(m® | |4) = mp(m) ® (e1 Aez)?,

avec (Y@ (e1 Aea)®)(v) = v(v) @ (6% odet)(e1 Aez)® comme dans la rem.[5.11] (modulo
lidentification mg(7) = m(w)).

19. Voir le lemme pour l'introduction de la somme de Gauss.
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Comme e A ey = —Cgl, on a
mp(T @ | [a) = ms(7) © (5,
mey(m @ | |4) = me(m) @ (g7,

mar (T @[ [3) = mar(m) © (g -

Lemme 7.7. — Si~y € mp(w), alors
OF L (70 G5) = (2im) D).

Démonstration. — On a |nu|g = n~%% (u), et donc
nH=THED (0 @ | [3) (nu) = nEH2 =06 (u)o(nu)
LiRorel 5 = OALdR,» @ Cart

On en déduit, via les rem. et (en particulier pour I’apparition du (—1)?), que

1)

+ . +(-1)* —
Lpg © LIR,ﬂ_@‘ o = (2277)“(LE( o Lng) ® ("

D’ou les relations

—a —a +(-1) —ay E(-1)°
errt(’Y)(LjE[s © LCTRJ) R =7 RGE = eré@\ Ii)i\(7 ®Cp )LEé Yo LcTRﬂr@I la

+(-1)*, Carse- va —a
= Q25 (@ G (2im) (s 0 ) © G
et le résultat. O

e Torsion des vecteurs localement algébriques— Si 7 est cohomologique de poids (k +
2,7 + 1), on note 78 la représentation localement algébrique 7 ® Wi ;- Si x est de
poids a, alors, en tant que représentation encadrée, on

(m@ )" = {GO) ' XxPg, ¢ € ne},
ot x() est le caractére p-adique associé a x (cf. n° 1.1.3). On a aussi
Met (T ® X) = met () © G(x)(E*

(Notons que o(G(x)(5*) = Xcal(0) TG(X)(g ", pour tout o € Gq, i.e. mg (T ® x) =
me(T) & XC:;I en tant que représentation de Gq.) L’accouplement naturel

me (1 ® x) @ (1 ® x)" = H (G(Q), € (G(A), L))
est relié a celui pour 7 par la formule

(v ® G)ES G) X X g) = (xP) o det)(v, ¢)

(La multiplication par x® o det commute a l'action de G(Q), et donc fournit un
isomorphisme de H!(G(Q), ¢ (G(A), L).)
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PARTIE III

MODELE DE KIRILLOV ET FACTORISATION DE LA
COHOMOLOGIE COMPLETEE

8. La cohomologie de la boule unité

Dans ce chapitre, on rassemble un certain nombre de résultats concernant la
cohomologie proétale de la boule unité ouverte. En particulier, on définit un g-
développement pour la cohomologie a valeurs dans certains systémes locaux (la
fleche 1z de ) et on prouve une loi de réciprocité explicite (th.|8.14)) mettant en
scéne une application logarithme qui est un analogue géométrique d’un inverse de
I’exponentielle de Bloch-Kato.

Si X est un espace perfectoide, on note A(X), AT(X), AT (X) les sections globales
sur X des faisceaux proétales A, A*, A*+ : si X est un affinoide perfectoide, alors
AX) =W (O(X)"), AT(X) = W(OH(X)"), ATH(X) = W(OTT(X)"). De méme, on
note ]B%IR(X ) les sections globales sur X du faisceau proétale IB%Q'R.

Soit C' un corps complet pour v, et algébriquement clos. On note ;&, K*‘, At
et B:{R les anneaux de Fontaine correspondants (on peut les voir comme les sections
globales des faisceaux ci-dessus sur Spa(C, 0¢)).

8.1. Cohomologie de la boule fermée

8.1.1. La boule fermée. — Soit B la boule fermée Spa(C(q), Oc{q)); on note B> la
boule B munie d’une structure logarithmique en 0. On note B le revétement universel
de B* : O(B) est le complété de I'extension maximale de &(B) = C(g), étale en
dehors de 0. La boule fermée perfectoide B, est un quotient de B : on a By =
Spa(Clg?” "), Oc(q? ")) oit Oc(gP ") est le compléte p-adique de lim Ocle? "],
i.e. 'anneau des ), ; a;q*, I = p~>®N, avec a; — 0 quand i — oo — suivant le filtre
des complémentaires des parties finies — dans I. On note BX la boule B, munie
d’une structure logarithmique en 0.

On pose

Gp =Auwt(B/B) et Hp = Aut(B/Bs).
Alors

Aut(Bso/B) = Gp/Hp 2 U(Z,) = (3 %r).
On note v, I'élément (§ %) de U(Z,), et on note simplement 7 le générateur topolo-
gique 1 de U(Z,). Sur €(Bx), Vaction de U(Z,,) est v}q' = e,(ui)q"; elle s’étend en
une action de U(Q,) par la méme formule.

On note Bgum le revétement de Kummer maximal de B* : on rajoute les ¢
pour tout N, et pas seulement pour N | p°, et Bgum = Spa(C(q®+), Oc{q?+)).
Alors Byum est un quotient de B et B/Bgum est étale; on note Hgum le groupe
de Galois de ce revétement, et on a Aut(Bxum/B) = Gp/Hkum = U(Z) Comme

/N
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ci-dessus, 'action naturelle de U(z) sur @ (Bgum) 8’¢tend en une action de U(AI*l),
avec 75¢' = ea(u)g' siu e Al®let i € Q.

8.1.2. La cohomologie de la boule unité perfectoide. — Notons €” le basculé de
C(g” ™) ; onadonc 6 = C*(@°" ") (en notant g 'élément (¢,q"/?,...) de 6°). Main-
tenant, tout élément de A(Bs) = W(6”) sécrit, de maniére unique, sous la forme
dicr a;§', avec a; € A et a; — 0 quand 7 — oo (i.e. pour tous n,k il n’y a qu'un
nombre fini de 7 tels que a; ¢ p";l —1—15’“1&*). On décompose I sous la forme

I= {0} U (l—IkEZIk)7 avec Ik = {pka7 ac N7 (aap) - 1}
De méme, notons &%, le basculé de C{g?+); on a donc &%, = C”(G+). Tout élé-

ment de A(Bgum) = W(0%,,,,) s'écrit, de maniére unique, sous la forme ZieQ+ a;q,

um

avec a; € A et a; — 0 quand ¢ — co. On décompose Q sous la forme
Q+ = {0} U (Urezlkumk), avec Ixumi = {7 € Q4, vy(z) = k}.

Proposition 8.1. — (i) On a des isomorphismes naturels :

H i (Bicums Z) = HY(Hicums Zy) = A (Bica) /(9 — 1)

H} o (BX,Zy) = H' (Hp, Z,) = A(Bx)/ (0 — 1)
(ii) Les applications naturelles
Bictcumo AT = A(Bium)/(p—1) et Bicr, A — A(Bx)/(p —1)

induisent des isomorphismes

Bic hcumo (A/AT)G 2 A(Bgum) /(¢ —1) et Bier,(A/ATHG 2 A(Bu)/(p — 1)

Démonstration. — Pour Bgum, le (i) est un cas particulier des résultats de [61]. Le
cas de BZ s’en déduit en utilisant la suite spectrale de Hochschild-Serre pour le
revétement Bgum/Bso (de groupe de Galois U(Z!Pl) dont le “cardinal” est premier
(Bgov Z;D) = HO(U(Z]p[)7 le)roét(BKun’H Z;D)) :
comme U(ZPl) est de “cardinal” premier a p, les points fixes sous U(Z?) de la suite

a p) qui fournit un isomorphisme le)roét

exacte 0 — A(Bgum) =3 A(Bkum) = A(Bgum)/(¢ — 1) — 0 forment encore une
suite exacte (c’est aussi visible sur la description du (ii)).

Passons au (ii) ; la preuve est la méme dans les deux cas, et nous ne traiterons que
le cas de By 1l s’agit de prouver que é\}i&-]g:&(ji — A(Bs)/(¢ — 1) est surjective et
que le noyau est ®;er, AT

Commengons par la surjectivité. Soit 2 = > a;¢* comme ci-dessus.

iel
e Comme 1 — ¢ est surjectif sur ./1, on peut supposer ag = 0.
e On peut écrire a; = Y p"[a; n]. Or, si z € mes, alors y = [z]g" est dans P'image de
1— ¢ car la série y+ ¢ (y) +¢*(y) +- - - converge. Comme on travaille modulo 1— ¢, on
peut supprimer tous les [a; ,]¢" avec a;,, € mes. Il ne reste alors, modulo p”, qu'un

nombre fini de a; , non nuls.
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e On a [a;,]¢" = [afﬁn
ipj e Ip.

On en déduit la surjectivité et le fait que le noyau contient @;cy, A++G. Pour
conclure, il suffit donc de vérifier que

(Bicr,AT) N ((p —1) - A(Bx)) C Bicr, ATHG
On se raméne & vérifier le méme énoncé modulo p. Soit z € &” tel que (p — 1)z €
Dier,C°". On écrit z = Sier @it et (p—1)z =3, bi¢'. Supposons, par 'absurde,
qu’au moins un des a; n’appartient pas & mgw, et choisissons i; (resp. iz) tel que

vp(i1) (resp. vp(iz)) réalise le minimum (resp. maximum) des v, (i) pour ¢ tel que
a; ¢ mes. Alors au moins une des deux propriétés suivantes est vérifiée : v,(i1) < 0

]qipj modulo 1 — ¢ et il existe un j € Z (unique) tel que

ou vp(i2) > 0. Dans le premier cas, b;, = afl/p —a;, = —a;, mod mes ; dans le second,
bpi, = an — piy, = afz mod mgs. Dans les deux cas, cela fabrique un b;, avec ¢ ¢ Iy,
tel que b; # 0, et done (¢ — 1)z € PBycr, C’§" ce qui est contraire a I’hypothése.

On en déduit le résultat. O
Remarque 8.2. — Pour construire le second isomorphisme du (i), on part de la

suite exacte 0 — Z, — A(B) =1 A(B) — 0, et on prend la cohomologie continue de
Hp qui, par descente presque étale, nous donne une suite exacte

0= Zp = A(Boo) 253 A(Boo) = H'(Hp, Zy) — 0.

En particulier, si # € A(Ba) le 1-cocycle associé est 7 — (1 — 1) - ¢, ot ¢ € A(B)
veérifie (p — 1) - ¢ = .

8.1.3. Descente en miveau fini. — On note Alg I’espace des fonctions polynomiales
sur U(Z,) a valeurs dans Z, (une telle fonction est de la forme ¢(v,) = Zf:o ai (%))
On fait agir U(Z,,) par (g~¢>) (z) = ¢(9~'x) ; via I'isomorphisme avec Z,,, cette formule
devient (v, 9)(72) = ¢(V2—u). On note ¢ I'espace des fonctions continues sur U(Z,),
& valeurs dans Z,. On note W), C Alg ’espace des polynémes de degré < k; c’est une

sous-U(Z,,)-représentation de Alg et
Alg = h_n} Wi.
On a une suite exacte de U(Z,)-représentations :

_1\k
0—>Wk—><€(v—l>) % — 0.

Si M est un U(Z,)-module, on note MU-fini Pensemble des ¢ € M tués par une
puissance de v — 1. En particulier, Alg = ¢V —fini,
Comme U(Z,) est un quotient de G, on peut voir Alg et les Wi, comme des

systémes locaux proétales sur B*.
Proposition 8.3. — On a des isomorphismes

H! . (B* Alg) = H'(Gp,Alg), H! .(B* W)= H (Gg, Wy).

p p
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Lemme 8.4. — L’application qui, & un 1-cocycle T — ¢, associe T — ¢ (0) induit
des isomorphismes

HY(Hp,Z,) = H (Gp,%) et H'(Hp,Z,)" ™ = H'(Gp, Alg).

Démonstration. — Le premier isomorphisme est le lemme de Shapiro. Le second ré-
sulte de la suite exacte longue de cohomologie associée & la suite exacte ci-dessus :
comme HY(Gp,Wy) = H°(Gp,%) est l'espace des fonctions constantes, cette suite
fournit la suite exacte

(8.5) 0= Z, = H (Gp,Wy) = H (Gp,€)~D"=0 0.

Le Z,, est tué dans H'(Gp, Wy+1) car I'image de = € Z, dans H'(Gp, Wy) est celle
du cocycle o + (0 — 1) - ¢y, ot (y —1)F - ¢, = x, et donc ¢, est un polynéme de
degré < k+1,1ie. ¢, € Wgy1. Le résultat s’en déduit. O

Soit W = Wy. Soit 7 — ¢, un 1-cocycle sur G g, a valeurs dans W.

Proposition 8.6. — Il existe
ce (VP = 1) FATT(B) oW, zeAT(0(Bx))@W,
tels que

(p— D€ Bien(le) - VAT @W et e = I=ta+ (1 - e

Démonstration. — On peut écrire ¢, sous la forme Zf:o Cir ® u®. La restriction
de 7 = ¢;» & Hp est un l-cocycle a valeurs dans Zj. Il existe ¢; € &(E) tel que
Cir = (7 —1)¢c; siT € Hp. Il s’ensuit que (71— 1) - (¢ — 1)¢; =0 et donc (p — 1)¢; €
&(BOO). L’isomorphisme de la prop. permet, quitte a retrancher (p—1)a; a ¢;, avec
a; € &(Boo) de supposer que (p — 1)¢; € éi%,&qi. Le fait que la classe de 7 — ¢; »
est tuée par ((11) —1)" (cela suit de la suite exacte ) équivaut a ce que

(¢ —1ei € Diery ([ = 1) FATTG = Bier, ([] - 1) FATT.
11 résulte du lemme ci-dessous que
¢ € ([e7] = 1)"FA*TH(B).

Soit ¢ = Zle ¢; ® u'. Alors, par construction c vérifie les propriétés demandées ;
il reste & construire z. La classe de 7 +— ¢, dans H 1(H B, W) est invariante par Gpg
(agissant par (v-c); = - cy-1,,) puisque c’est la restriction d'un 1-cocycle sur Gp
(explicitement, v-¢y-1,, = ¢ + (7 —1) - ¢, ). Cette classe est déterminée par (¢ —1)-¢
modulo @Z-GIOKJFJqui C AtT(B.) daprés le (i) de la prop.; on en déduit que
(0 —1)(p—1)c € AT (By) @ W, pour tout o € Gp. 1l en résulte, puisque ¢ — 1 est
bijectif sur AT (Bs) (dinverse —1 — ¢ — @2 — -+ +), que

(6—1)-ce(Z,® AT (By))®@W, pour tout o € Gp.
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Soit y = (¢ — 1)e € rimrhT(Bu). Alors (v — 1)y € (Z, ® AT+ (Bx)) @ W
d’aprés ce qui précéde, et comme @ — 1 est bijectif sur :&‘H‘(BOOL il existe z¢ €
(W(F,) & AT (By)) @ W (unique a W pres), tel que (y— 1)y + (¢ — 1)z = 0. Alors
T ;—jxo + (7 — 1)c est un 1-cocycle sur Gp, tué par ¢ — 1 et donc a valeurs dans
W, qui coincide avec 7 — ¢, sur Hp. Le cocycle ¢, — (;—jxo + (7 — 1)c¢) provient
donc, par inflation, d’un 1-cocycle o +— z, sur U(Z,), & valeurs dans W. Il suffit alors
de poser x = x¢ + =, pour conclure. O

Lemme 8.7. — Si
(p—Dax=(g] —1)F2, avecze€ ATT(B),

alors

= (V"] = 1)"*y, avecy e ATT(B).

Démonstration. — L’équation devient o(y) — ¥y = 2, avec & = [és/]ail € AT,
Modulo p, cette équation devient yf — ayo = 2o, et comme zg € ﬁ"“‘*(B)b et o € mew,

on ayy € OT(B)’ (car v(yo) > 0 pour toute valuation sur ¢(B)”). On peut donc

écrire y = [yo] + py’ et recommencer le raisonnement avec y', etc. Cela permet de
prouver que y = [yo] + p[y1] + p?[ya] + -+, avec y; € OFFH(B)’, ce qui permet de
conclure. O

8.2. Cohomologie de la boule ouverte

On suppose C' sphériquement complet pour que C/0¢c — @00 C/p~"O¢ soit un
isomorphisme, ce qui implique en particulier que I'on a des isomorphismes

. A/e—TA+ _ AJA+ . A— . 1 A 1 A+ _ 1 A A
%A/p A+—A/A+ = A y %WA+/FA+—WA+/A+

Soient B~ la boule unité ouverte et B la boule unité ouverte perfectoide. Ce sont
les réunions croissantes, pour r > 0, des boules fermées (resp. fermées perfectoides)

B, = Spa(C{(q/p")), Oc((a/p")),  Broe =Spa(C{(q/p")" "), 0c((a/p")" ).

On note B™* et B les boules B~ et B munies d’une structure logarithmique
en 0.
Les H° n’ayant pas de R! I'&n, ona H!

proét

Z,), et

g . e ~—r A 4+ . . . N N
comme A. — @A /(p~"ATT) est un isomorphisme, on obtient, grace a la prop.
une injection naturelle

(B2*.Z,) = lim | HY (B

proét 7,007

(88) [’A : Héroét(B;c,szp) — H ;&7 ql

i€lp
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On peut voir Alg comme un ind-systéme local sur B, puisque c’est un ind-systéme
local sur B;., pour tout r > 0. On a des isomorphismes

Hproae (B™, Alg) = lim, lim Hpyo0 (B, W)

p p
. . PURT . _1)k—
g o, 7' W) = b i, 17, )0
Comme H'(Hp,,Z,) 0" 1V"=0 = G,/ (([e] = 1)~ Fp~rA++/p~" ATH)§, et comme
lim(([e] — 1)~Fp= " AT+ /p~ " AtH) = ([e] — 1) A+ /AT, on en déduit une injection
naturelle

(8.9) ta t Hprout (B, Alg) — lim [ (([e] - 1) *A*T/AY)g",
k iery

8.3. La cohomologie du faisceau IB%;R

8.8.1. Descente presque étale et décomplétion. — On note B(;"R{q‘} I'anneau des
> a;G, aveci € N, a; € BIR et, pour tout k et tout r > 0, on a VB /k (a;)+ir — +o0
quand 7 — oo.

On note BJ; {G"/?™ } 'anneau des 3 a;q, avec i € p~®°N, a; € BJ}; et, pour tout k
et tout r > 0,on a VBt ek (a;) +ir — +o0o quand i — oo (suivant le filtre des complé-
mentaires des parties finies). Alors BI; {¢"/?" } est le complété de lim B {q'/""},
et

B:;R(B;o) = @B:;R(Br,oo) = BKR{QUPOO}-
i

Lemme 8.10. — On a un isomorphisme naturel

Hyoot (B~ Alg @ Bl) = H' (U(Z,), Alg @ Bip (/7" }).
Démonstration. — On a

Hl

proet

(B~ Alg @ Blg) = lim Hy, (B, Alg @ By
= Jim HY(Gp,,Alg® B (B,))
= lim H' (U(Zy), Alg ® Big (Br.oc))

~ HY(U(Z,), Alg ® BJ{d"/""})

le premier isomorphisme résulte de ce que les H? vérifient la propriété de Mittag-
Leffler, le second provient de ce que les B sont des K(m,1), le troisiéme est une
application directe des méthodes de descente presque étale, et le dernier provient de
ce que les Bl (B, ) n'ont pas de R Jim car B, (Br.oo) est dense dans B, (Bs, o) si
r < s (Mittag-Leffler topologique). O

Si P € Bgr ® Alg et si k € N, soit Pl = (y —1)kP. On a PI¥l = 0 si k > deg P.

Un calcul immeédiat fournit le lemme suivant.
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Lemme 8.11. — Sii € p~°N\ {0}, on a

i

FoP=(n-1) (70 (z7=P+ ([ei[]g—]wp[l] + ([657_]1)3]3[2] +:))

Lemme 8.12. — L'injection Bz {d} — Bz {G"/?" } induit un isomorphisme
H'(U(Z,), Bl {d)} © Alg) S H'(U(Z,), B (a7} @ Alg).

Démonstration. — Cela résulte facilement du lemme [B.11] et de la définition de
B (a7} =

8.8.2. L’application logz. — On pose
Bar{} = Bir{a}[{] et Bar{q} = Bar{q}/Bir{d}-
Lemme 8.13. — (i) On a des identités
H°(U(Z,), Alg ® Bar{q}) = Bar, H'(U(Z,),Alg @ Bar{q}) =0
et une suite exacte
0 — Bz — H(U(Z,), Alg ® Bip{q}) — H'(U(Z,), Alg @ B}z {q}) — 0
(ii) L’application P — P(0) induit un isomorphisme
H°(U(Z,), Alg © Bip{q}) = By {d}-

Démonstration. — Le calcul de H® est immeédiat ; celui du H'! résulte du lemme
(en remarquant que % est « entier » et donc que la série qui sort du lemme
converge). La suite exacte s’en déduit via la suite exacte longue de cohomologie as-
sociée & 0 — B(J{R{d} — Bar{q} — Bgz{d} — 0 tensorisée par Alg. Ceci prouve
le (i).

Pour prouver le (ii), il suffit de remarquer que si € Bz {G}, alors ¢, définie
par ¢,(7) = 7 -, est un élément de Alg ® B {G}, et que x — ¢, est inverse de
P — P(0). O

Soit
B_r{d}o = {Z aiq" € Byr{d}, avec ag = 0}.
i

On déduit de ce qui précéde un isomorphisme naturel (réminiscent de l'inverse de
Pexponentielle de Bloch-Kato)

logp : Hyoe (B, Bl ® Alg) = B {d}o.
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8.3.3. Une loi de réciprocité explicite. — On pose
AIxzZy =] A ¢
i€ly
(A [[g) ® Z5)V =" = lim [] ([e] - ) * A+ /AH)g,
k icly

On dispose donc, d’apreés (8.9) d’une application naturelle
1x ¢ Hyrou(B™, Alg) — (A [[q]] R Zy;)7 ™

Par ailleurs, si a € ([e] — 1)"FAT /AT, alors ¢"(a) = 0 dans B3y si n < 0. Cela

permet de définir une injection
kar : (AT [[@I B Z3)Y 0 = B {dhe, ©— Y ¢"(@)
neZ
(La série converge dans By {q} car t*¢™(([e] — 1)G)) € p7"F Acris@”" " ; on obtient
une injection car, si # € AT est tel que p"(z) € th:{R pour tout n > 0, alors
z € (Je] — 1)*A™*.) On en déduit une fléche
KdRr © [’A I{;roet(B_7>< ’ Alg) — B(;R{Q}O

(Remarquons que kqr © (¢ — 1) = 0, ce qui fait que kqr otz ne dépend pas du choix
du représentant fait dans la définition de ¢5.)

Théoréme 8.14. — loggo 1t = Kqr o L}.
Démonstration. — 11 s’agit de prouver que le diagramme suivant commute
Bar{d}o H°(U(Z,), Bgp{dho ® Alg) = H'(U(Z,), Bjr{d} ® Alg)

KdRT TZ

(A-[@)RZy)V 5 <2 HL (B Alg) — > HL (B~ By © Alg)

proét proét

(i.e. que les deux fleches H). . (B, Alg) = H'(U(Z,), B{z{q} ® Alg) coincident).
Soit ¢ € HY . (B~ Alg). D’aprés la prop. il existe, pour tout r > 0,

proét
¢ € AT (Br) ® Alg,

yr = (p— 1, € mA++(Bnoo) ® Alg,

(v = Dyr € AT(By o) @ Alg,
r,=(1+p+p?+--)(y=1)y, € 1&++(BT,OO) ® Alg mod Alg

tels que 7 — ¢, r = 2+ (7—1)c, est un 1-cocycle sur G, représentant 'image de

T7—1
a1
¢ dans HY(Gp,, Alg). Comme AT* (B, o) C B} (B:,0), on peut voir x, comme un
élément de BQ’R(BT 00 ), C€ qui représente T — T—jxr comme l'inflation d’un cocycle de
k) ’Y o
HY(U(Z,), BIz (Br.oo) ®Alg) qui est I'image de 7 — ¢, dans H(G g, Bz (B,) ®Alg)

(car ¢, € BJ;(B,) ® Alg puisque [¢!/7] — 1 est inversible dans BJy).
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Dans I'autre sens, soit 2, = (1+p+@*+-- )y, (lasérie (1+<p—|—g0~2+- -+ )y, converge
dans AJ[[G/p"]] ® Alg et les coefficients sont dans UHGNWAJF[%] qui s’injecte
dans t_kBCTR ; la série qui en résulte converge dans BdR(B; o) @ Alg mais pas, a priori,
dans Bar (By,c0) ® Alg). L’image de ¢ dans (A [[§/p"]| ® Z)U it est celle de y,-(0)
dont 'image par rqr est celle de z,(0). Son image dans H'(U(Z,), IB%IR(B;,DO) ® Alg)

est celle de 7 — (7 — 1)z, et comme z, = (7 — 1)z,, le cocycle précédent est aussi

Les deux fléches coincident donc dans lim HY(U(Zp,),BJx (B, o) ® Alg) qui est
égal & HY(U(Z,), Hm_ B (B s) ®Alg) pour les mémes raisons de critére de Mittag-
Leffler topologique que pour la preuve du lemme Comme @T IB%(J{R(B; ) =
B(J{R(B_) = BIR{Q}, cela permet de conclure. O

Soit W = W},. On voit W comme une représentation du groupe fondamental Gg de
B~ viale morphisme Gg — U(Z,,). La flecche W@ W™ — Alg définie par v®0 — @y 4,
avec ¢5.,(z) = (x - 0,v), est Gp x U(Z,)-équivariante (en faisant agir Gp sur W et
U(Z,) sur W*, et les deux sur Alg par la formule habituelle). Ceci fournit une fléche
U(Z,)-équivariante

HY(Gp, W)@ W* — H'(Gp, Alg).

Lemme 8.15. — On suppose qu’il existe ¢ € Bar{q} @ W tel que v, = (1 —1) - ¢
pour tout T € Gp. Alors logg(v ® ©) est l'image de (0, c) dans Byp{q}-

Démonstration. — Siw = (7 + w,) est un 1-cocycle sur G g, a valeurs dans Bqr{§}®
W, et siw € W*, alors w ® W est représenté par le 1-cocycle 7 — ¢y ., & valeurs
dans Bgr{¢} ® Alg. Maintenant, ¢; r.c = 7 - ¢y, €t donc v ® ¢ est représenté par
T — (1 —1) - ¢y, Par définition, logz(v®v) est donc I'image de ¢;.(0) = (9, ¢) dans
B,z {d}, ce que I'on voulait. O

8.4. La cohomologie du faisceau %

Posons Uy = U(Z,), vu = (5 ?), ¥ = 7, et notons v : Uy — Z, le morphisme
Yu > u. On a 0 (B™) = O¢[lq)], 67 (B) = O[[¢"/?”]] et Uy agit sur 61 (B) par
Yu - ¢VP" = (hq'/P". On pose :
ot (B~) = Oclldlo, 07 (BX)=0lg""" ]l
le 0 en indice indiquant les séries dont le terme constant est 0. Si X = B~, B, B™*, B2*,
on pose 0°(X) = C ®¢. 01 (X); cest espace des fonctions analytiques bornées
sur X (de terme constant 0 dans le cas de B—*, B>*). On note €(X) 'espace des

fonctions analytiques (non nécessairement bornées).
On a B~* = B_;*/Uy. Ceci se traduit par les identifications

O(Bz*)" = 0(B~), o(BL)" = 0(B),
o'(B2)% = 0'(B"), oM BV = (B~
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Comme Uy est procyclique, on en déduit une suite exacte :

0 — HY(Up, HOoee (B X, 0)) — Hloo (B, ) — HO(Up, H}

proét

(B*,0)) =0

roét

Maintenant, B est la réunion croissante de boules fermées perfectoides B,, pour

lesquelles H} (BX,0) = 0 (puisque ce sont des affinoides perfectoides) et on a

roét

~ ; il s’ensuit que

00

R!lim ¢(B) = 0 car les B,, forment un recouvrement stein de B
}{1

—X 7\ ’ fe :
oroct(Bs™, 0) = 0 et donc que 'on a un isomorphisme

H(Up, HS o (B ", 0)) = HY o (B~ 0)

proét
Nous allons donner deux descriptions de H' (Uy, €(B2;*)). Un élément de H (Uy, (B ™))
est déterminé par un cocycle v, — ¢, et un tel cocycle est complétement déterminé
par ¢; puisque Z, est procyclique.

Lemme 8.16. — x +— 2z Uv, ot v est vu comme élément de H' (U, Z,), induit des
isomorphismes

Uv: 0" (B™) = H(Uy, 0"(BL™)) = H' Uy, 0"(BLX))
Uv:@(B™X) = H(U, 6(BLX)) = H' (Uo, 0(BL™))
On note
expp : H' (U, 0" (B ™)) — 0°(B™), exply: H' (Up, O(BLX)) = 6(B™)
les isomorphismes réciproques (réminiscents de 'exponentielle duale de Bloch-Kato).

Démonstration. — C’est parfaitement classique. Plus précisément, le conoyau de
O+t (B=*) = HY(Uy, 01 (B™)) est tué par ¢, — 1. (Cela traite le cas de 0°; celui
de & s’en déduit en écrivant B,, comme une réunion croissante de boules plus petites
et en passant a la limite.) O

Remarque 8.17. — Les isomorphismes ci-dessus ne sont pas équivariants : o € Gq,

agit par multiplication par €,(c) ™! sur v car o - v est le cocycle u — o(v(o ™ uo)) ou

le produit se fait dans le groupe (G(‘)QP le) et (‘5 ’1‘)(6 11’) = (”OT ”+511’(”)”).

Soit Bo(Bs) = Blx(Bx)/t? (donc Ba(B
coefficients dans By = B /t?, vérifiant des conditions de croissance). On note

Bo (B ™) C Ba(By) les séries de terme constant 0.

) est constitué de séries en §/P" a

Lemme 8.18. — La suite exacte

0— O(ByX) =t 'By(By™) =t 1O(BX) — 0

o0 o0

induit, en passant & la cohomologie de Uy, un diagramme commutatif
HO(Uo,t™10(B)) — H'(Uo, 0(B™))
“ Uz/¢2

t-lo(B~—*) —2 s ¢(B~)
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ou lisomorphisme Uv a droite est celui du lemme[8.16, Autrement dit, l’isomorphisme
logh : HY(Uy, 6(BX)) S t710(B~)
que on déduit, en passant par la gauche du diagramme, vérifie la relation
logh =t710 L o expl
Démonstration. — On a
(y=1)-aq = ('] —1)ag§’, sia€Byeticp *N.

Sii # 0, ceci est 0 dans Bs si et seulement sia = 0 oui € N et a € tBy. On en
déduit que H°(Up,t 'Bo(BX)) = O(B~) = H(Uy, 0(BL™)) ce qui fournit une
injection t =10 (B~*) = HY(Uy,t *0 (B ™)) — H*(Uy, O(BX)).

Siz =t cnang" € t7TTO(B™%), si @, € Bl /t? est un relévement de a,,
alors 'image de z dans H'(Uy, 0(By*)) est représentée par le 1-cocycle 7, +— ¢, =
O((yu — 1) - ), avec & = t71> N @ng". Comme (¢t~ *([e"] — 1)) = n, on obtient
=, na,q" =tox.

Le résultat s’en déduit. O

Remarque 8.19. — (i) En reprenant les arguments du §[8.3] et en utilisant le fait
que v — 1 : Biz{d}o — tBlz{d}o est un isomorphisme (d’inverse > a,tG"

> an[e]n%lqm), on voit que 'application naturelle

0: H'(Uo, Bl (B ™)) = H' (U, 6(BL™))

est un isomorphisme. On en déduit un diagramme commutatif (les fleches verticales
sont obtenues en envoyant les fonctions constantes dans les fonctions polynomiales et
la fleche de droite est induite par 'inclusion ¢~'C — Bgg) :

B—%,0)

H! (B™*,Zp) —— H}!

- log$ .
proé proét( HI(UO7 ﬁ(Booyx)) — = tilc{q}o

M
HY(Uo, BI: (B5™))

\

~ _ log _ ~
(B—%, Bl ® Alg) < H'(Up, B (B™) ® Alg) —= B {d}o

H} o (B, Alg) —> H!

proét

(ii) On dispose d’un second diagramme commutatif :

2 _ LA ~ e % K _ -
H}oei(B™, Zp) —— HJ o (B, Zp)V — (AT [[@]] W Z3)"> —=t71C{d}o
HY oo (B™, Alg) = H o (B, Zy)Vorfint 2 (A~ [[g]] ¥ Zgp)Vorfint 222 B {}o

Il résulte du th.[8.14] que les fleches H} s (B~ Zp) — t~'C{G}o que 'on déduit des

deux diagrammes ci-dessus coincident.
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9. Un modéle de Kirillov pour la cohomologie complétée
Dans ce chapitre, on définit un modéle de Kirillov pour H} . ()A((O)é, Or). L'in-
jectivité de ce modele est étudiée dans les chap.[I0] et et les conséquences de son

injectivité au chap.[I2]: compatibilité entre les correspondances de Langlands locales
p-adique et classique (th.[12.6)), conjecture de Fontaine-Mazur (th.[12.8]), représenta-

tions ordinaires (prop.[12.7)).

9.1. Cohomologie complétée et algébres de Hecke

9.1.1. La tour complétée. — Si (N,p) =1, on note X(Np>) la limite projective des
X (Np*), et X(Np™) sa complétée (qui est une courbe perfectoide [62, 67, 58]).
On note X(0) la limite projective des X(N), X®(0) la limite projective des
X(Np™®), et X(0) la complétée de X (0) (X®)(0) est seulement complétée le long
de la tour de niveau p™).
On rajoute un C en indice (i.e. X(N)¢, X ®(0)¢, etc.) pour dénoter Pextension des
scalaires & C'. Il y a une subtilité dans cette opération dans le cas des tours complétées

(cf. (ii) de la rem.[9.]] ci-dessous).

-

Remarque 9.1. — (i) Soit Fiy = Qp(H,e). Alors Aut(Fo/Qp) = Z5, ot a € Zy
agit par o, avec 0,(¢) = (%, si ¢ € Mpe. On dispose d’une application naturelle
F : C®F, — C(Zy,C), envoyant x @ y sur ¢, définie par ¢,gy(a) = roq(y). (La
méme formule induit un isomorphisme C' ® Q,(p,) = LC(Z3,C).)

Fresnel et de Mathan [34], [35], 36] ont prouvé que & est surjective et que le
noyau[?D| de .7 est ’adhérence des éléments nilpotents : on a donc envie de dire que
Spa(C®F,,) est un épaississement infinitésimal de z;.

(ii) Le (i) impose de modifier 'extension des scalaires & C' : il faut quotienter
par Padhérence des nilpotents, ce qui transforme C®Q, (tnp=) en € ((Z/Np>)*,C)
(i.e. Pespace des composantes connexes de )/(:(Npoo)c est (Z/Np™)* et pas un épais-
sissement infinitésimal ; celui de X (0)¢ est 2*)

9.1.2. Le voisinage de la pointe co. — L’espace )/(\'(O) est l'espace de modules des
triplets (E, e}, e3), ou E est une courbe elliptique et e}, e’ est une base sur Z du
module de Tate adélique T,E de E. L’action de (%) € G(Z) sur X(0) envoie
(E,et,e3) sur (E,aef + ce3, ber + de3).

On note Z (0) C X (0) la composante connexe arithmétique du lieu multiplicatif
paramétrant les (E,e¥,e¥), ot E = G,,/q%, ef est un générateur de Tiém et e5 =

20. Une preuve alternative a récemment été obtenue par Ophir [49].

21. Ce noyau n’est pas 0; cela peut se voir en regardant l’espace des vecteurs n-isotypiques, si
n : Zy — C* est un caractére continu : dans ‘K(Z;,C), cet espace est de dimension 1 sur C,
engendré par 7, et dans C®Fs cet espace est 0 si n n’est pas d’ordre fini comme on le voit en
utilisant les traces normalisées Tr : Foo — Qp(ppn).
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(¢*/N) Ny modulo Tiém. Autrement dit, 2(0) est le voisinage (arithmétique) usuel de
la pointe oco.

On deéfinit de méme Z(Np>*) C X(Np™), E(Npoo) c )A((Npoo), etc. Alors
O+(Z(0)) est le complété (p, q)-adique Z/[;][[qQﬂ} de Z[¢xn, ¢/, N > 1] tandis que
0+(Z®)(0)) est la limite inductive pour (N, p) = 1 des Z@w][[ql/m’xﬂ.

L’espace Z(O) C )A((O) est stable par P(Al*°) ¢ G(AJ®l);ona,siic Q et ¢ € p,

(69)-¢=¢ (§9)d'=d, siueZ,
(59)-¢=¢ (89)-a'=4¢"", sineqi,
(59)-¢=¢ (3%)-a' =ealbi)d, sibe Al

Remarque 9.2. — (i) Si A € 07(Z(0)), soit ¢, : Al=l* — Z,®Z[u] la fonction
envoyant x sur le terme de degré 1 de (95 ‘1)) " Si A = Yaiqt, alors A —ap =
Y is0 KA (i)q"; autrement dit les données de \ et ¢ sont presque équivalentes.

(i) Si & = nu, avec u € Z* et n € Q%, alors (£9) - A = Y 0,(a;)¢”/™ et donc
J(nu) = oy(ay). I sensuit que ) (ux) = o, (H#i(x)) pour tous u € Z* et x €
Al*°b* et done que ~

5 € C(A, 2,87
olt on fait agir u € Z* par (u-¢)(x) = oy (p(u=1)), i.e. par au®(“51 (1)) si on factorise
€ (Al*l* Z,8Z[u)) sous la forme Z[u]®% (Al®l* Z,).

(iii) Comme (£9) (&%) = (§%)(%Y), le terme de degré 1 de (£9)(2%) - Xest

ea (bz) fois celui de (% ¢) - X (notons que ea (bx) € Z[p]), ce qui se traduit par

Ji/(g b).n = ea (bz)J)\ (ax)

b
1
0
1

Autrement dit, A — &) est un modéle de Kirillov
(9.3) H 2 0H(2(0) = A 2,87 ()7

ot le 0 en indice indique les séries (en ¢@+) de terme constant nul.

(iv) On a 9(3;aiq") = >_,ia;q". On en déduit que H#px(nu) = noy(a,) =

[nu| ' 5 (nu), et donc Fpy = | |5* Ha.
9.1.8. La cohomologie de la tour complétée. — On rajoute un X en exposant (e.g.
X(N)§, E(Npm)é,...) pour indiquer que I’on met une structure logarithmique aux
pointes (dans le cas des X) ou de 0 (dans le cas des Z). Cela a pour effet de permettre
les revétements profinis ramifiés en les points oul il y a une structure logarithmique
dans la définition de la cohomologie (pro)étale.

Alors H Clt()? (0)&,Zy) est la cohomologie complétée de la tour (en tant que repreé-
sentation de G(Al>l), c'est H'(G(Q), €(G(A),Zy))). Le groupe H} (X (Np™)%,Z,)
est le sous-groupe H(G(Q), €(G(A)/T(Np>), Z,)) des points fixes par I'(Np>). Par
comparaison, H}, (X (0)5, Z,) est la limite inductive des H} (X (N)¢, Z,) (en tant que
représentation de G(AI®l), c’est H'(G(Q),LC(G(A),Z,))).
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9.1.4. Algébres de Hecke. — Soit T(N) la Op-algébre de Hecke de niveau N (engen-
drée par les Ty et les Sy, pour £ 1 pN) et T = lim o T(N). Alors T est une algébre
commutative semi-locale, réduite, non noethérienne (mais limite projective d’algébres
noethériennes), qui agit fidélement sur H'(G(Q), ¢ (G(A), 0)). On peut donner une
description de T via 'isomorphisme H'(G(Q), ¢ (G(A), 0L)) = H}(X(0)5,0L) et
I’action de Galois sur ce dernier module :

Si o € Gq, notons st(0), s4(c),tr(o) € End(HZ (X(0)&, OL)) les opérateurs

st(o) = (":A(gr1 EA(Z),I ), st(0) :=ey(0)sr(0), tr(o) =0+ sp(o)o™"

(Dans la définition de sp(o), le membre de droite appartient a G(Z) et agit a travers
'action de G(A) sur HY(G(Q), € (G(A), 01)).)

Proposition 9.4. — (i) T est la sous-Op-algébre de End(H}, (X (0)5, OL)) topologi-
quement engendrée par les images des sy(o) et tr(o), pour o € Gq.
(ii) T commute auz actions de G(A) et de Gq.

Démonstration. — Si 6y € Gq est un frobenius arithmétique en ¢ (i.e. un relévement
de o4 € G'ab) et si (N,¢) = 1, les relations d’Eichler-Shimura se traduisent par les
relations

S'ﬂ‘(a'g) =Sy et t']r(a'g) =Ty dans End(Hélt(X(N)é, ﬁL))

Par densité des frobenius, les images de st(0),tr(0) dans End(H (X (N)&, OL)) ap-
partiennent & T(N ), pour tout N, et T(V) est la sous-&-algébre de End(H}, (X (N)5, OL))
engendrée par les images des st(o) et tr(o), pour o € Gq. Le (i) et la commutation
& l'action de Gq s’en déduisent par passage a la limite.

La commutation a laction de G(A) se déduit du (i) en remarquant que sy(o)
commute a l’action de G(A) puisqu’il est défini comme action d’un élément du centre
de G(A), et que ty(o) aussi puisque l'action de Gg commute & celle de G(A). O

Remarque 9.5. — (i) D’aprés le cor. le centre de G(A) (identifié & A*) agit sur
H} (X(0)5,0L) a travers A*/R% Q* = Z*. Par construction, si u € Z*, Vopérateur
(#9) définit un élément de T si u € Z*. 1l en résulte que le centre de G(A) agit par
un caractére ot & valeurs dans T*.

(ii) Par construction, sy(o) € T* si 0 € Gq, et s : Gq — T* est le caractére qui
correspond a 61 par la théorie du corps de classes (cf. n°[L.1.6)), i.e. sy(0) = ér(ea(0))
pour tout o € Gq. Le caractére s : Gq — T* correspond a x — (zp|zp|p)dr(2).

(iii) o + tr(o) est un pseudo-caractére de Gq, de dimension 2, & valeurs dans T,
de déterminant o — sf (o). Par définition de (o), on a

0? —tp(0)o + sp(0) =0 dans End(HE, (X(0)5, O1)).
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Remarque 9.6. — Le pseudo-caractére tp est impair (tr(o) = 0 si o est une conju-
gaison complexe) et il ressort de la conjecture de Serre prouvée par Khare et Winten-
berger et des théorémes big R = big T' que (au moins en localisant en un idéal maximal
de T générique) c’est le pseudo-caracteére universel avec les propriétés ci-dessus.

De maniére équivalente, si t"V : Gq — R"™V est le pseudo-caractére de dimen-
sion 2, impair, universel, il existe un unique morphisme o : R™V — T tel que
tr = a otV et o est un isomorphisme (aprés localisation en un idéal maximal
générique).

9.2. Modéle de Kirillov des fonctions
Fixons ¢ : Z[u] — C.

Remarque 9.7. — D’aprés la rem. on a une surjection C®Z[u] — ‘5(2*,6’),
envoyant @ ® v Sur Page(x) = at(o,(v)).

(i) Si on fait agir u € Z* par 1 ® oy, sur C ® Z[u], I'action qui s’en déduit sur
€(Z*,0) est ([u] - ) (z) = p(xu).

(ii) Si on fait agir 0 € Gq, par 0 ® 1 sur C' ® Z[p], 'action qui s’en déduit sur
€(Z*,C) est (0-¢)(z) = o(¢(ea(0) ' x)) ; autrement dit c’est o @ [ea ()]~ dans la
factorisation € (Z*,C) = C®%(Z*, Q).

On peut étendre # (cf. (9.3)) par C-linéarité en une application P(Al>[)-
équivariante
CRH : CROT(Z(0))y — €(AI®* CRZ[u)?"

On la rend P(Al>*[) x Gq,-équivariante en faisant agir Gq, sur C. En utilisant ¢ :
Z[p] — C comme dans la rern. on en déduit un diagramme commutatif

CRO(Z(0))g ——= C(Al=l* CRZu)?
| |
(

F (Aol x Z* )2 s g(Al®l* 0)

C @0 €(2%, 0clla®]l)
P(A)>l) x Gq,-équivariant, action de P(Al®l) sur € (Al*l* C) étant donnée par :
((§1) - ¢)(z) = vea(bz))¢(az)

(On passe de la premiére ligne a la seconde en quotientant par I'adhérence des
nilpotents, cf. rem.; I'invariance par Z* pour ¢(2 € € (Al=l* x 2*,0) se tra-
duit par ¢ (zu~!,yu) = ¢®(z,y) pour tous x € Al®l* et u,y € Z*, et lisomor-
phisme € (Al®l* x Z* C)2" = @(AI=* C) est 62 (z,y) = ¢V (z) = 6P (2, 1),
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Visomorphisme inverse étant ¢ (z,y) = ¢ (2y,1). La flcche €(Z*, C[[¢%+]]o) —
€ (Al=b* C) envoie > biq", ou ¢ € ‘5(2*,0), sur ¢ : Al®b* — O définie par
Pui) = ¢i(u) sii € Q% et u € Z*.)

En résumé, on a le résultat suivant :
Proposition 9.8. — L’application CRK% : ﬁb(Z(O)C)O — €(Al°l* C) est un mo-
dele de Kirillov GQp-équivariant.

9.3. Modéle de Kirillov de la cohomologie
9.3.1. Pour H:._..(Z(0)¢,Z,). — Soient

proét
A = W(Zp(py=)) ot Ag, :=W(Qy(p,=)")
Soit aussi € le caractére
éa: Al (Zp[u]p[@gap)*’ éa(z) = ePl(2Pl) @ [e7r]

Notons & (Z(0)) I'anneau W(ﬁ*(EN(O))b). Alors 0+(Z(0)) est un anncau de séries
en G+ a coefficients dans Zp[u]p[]@)Aap, et on rajoute un 0 en indice pour indiquer
le sous-espace des séries de terme constant 0. L’action de P(Al®l) sur ¢+(Z(0)) en
induit une sur 61 (Z(0)) ; de maniére explicite :
o (22) (X aid') = aea(bi/n)g/™, sin € Q% et be Al®l
o (89) - (X aid’) =X oula)d, siue Z*.
On dispose de plus d’une action de ¢, avec :
o ¢ (Y aid') = plai)d".
Si 6(Z(0)¢) == W(0(Z(0)c)") et O(Bg

Kum

)?), alors 5(B§um)
est un anneau de séries en G+ a coefficients dans A, muni d’actions de P(Al>®l) et

Kum

) ::~W(ﬁ(37

¢ données par lestormules ci-dessus a part pour le fait qu’il faut remplacer ea :
Al>l Zp[ﬂ]p[]®A6p par toépa : Al®l — A+ (le plongement ¢ : Z[u] — O¢ induit
un plongement ¢ : Z[u/?l] — W (F,) C AT). Alors

0(Z(0)c) =€ (Z", 0(Byyy))

comme (P(AI*®l) x Gq,)-module et cette identification commute a I'action de ¢ (I'ac-
tion de Gq, sur 0(Z(0)¢) est induite par celle sur @(Z(0)¢) qui, elle-méme, est
induite par celle sur C' si on voit ¢(Z(0)¢) comme un quotient de C&E(Z(0))). Les
mémes formules que ci-dessus fournissent un modeéle de Kirillov ¢ x Gq,-équivariant

K O(Z(0)c) — C(AI=®* A)
les actions de P(AI°D), ¢ et Gq, sur le membre de droite étant données par

((8%)-0) (@) = v(Ea(bx)) plaz), (0-9)(z) =o(d(x(0) 2)), (p-d)(x) =p(dp(p~'w
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On a un diagramme commutatif

~

HL oo (Z(0)c, Zy) 0(2(0)0)/(p - 1)
I &

C(Z*, HY oo (Bicam: Zp)) == (2%, 6(Bigo) /(9 — 1)) 2= €(2*, A~ [[§2+]| R Z)

proet( Kum?

On en déduit une application

Sy HY s (Z(0)0, Zy) — G (A0 A

proet

en composant avec I'application envoyant A € ‘5(2*,:&_[[q~Q+H X Z%) sur %), ol
5 (z) est donnée, si x = pFnu (avec u € Z*.ne Q% , vp(n) = 0), par la formule

_ .k : ~\ . ~i
Al = Oal). A=Y o AT
(En particulier, ) (px) = (5 (x)) ; i.e. &) est invariante par ¢.)

Proposition 9.9. — L’application

K HY 1 (Z(0)0, Zy) — G (A A—)#=1

proet

ainsi définie est :
o P(AI®0)-équivariante si on munit €(Al°b* A=) de l’action donnée par

(1) - )(x) = @a(bz)d(az)
e Gq, ¢quivariante si on munit € (Alool*, K‘) de
(0-9)(x) = o(d(ea(o) ')

Démonstration. — Si A € €(Z*, A~[[§R+]| K Z3), alors J#)\(x) est le coefficient du

29)-A)(1,9), si on munit A [[g9] = Z3; de l'action
suivante de (4 9) qui vient de I'identification avec 0(B kum)/ (@ —1) (sur lequel ¢ agit
trivialement)

g? Zal :Zai(ji/p:go Zwal Zcpal

Le résultat s’en déduit par des calculs sans mystére. O

terme de degré 1 (en ¢) de ((

Remarque 9.10. — L’application v — H,(1) de H} (2 Z(0)¢, Z,) dans A~ e
Gq, X (pOZ le )—équivariante si on fait agir o € Gq, par (EA(") (1)) o sur le membre

de gauche et (P; ll’) par  — [?]p% () sur A~
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~

9.3.2. Pour H;roét(X(O)é, Z,). — En composant #x avec la restriction
RGS : I—I;roet(‘)?(o)é’7 ﬁL>—>H;roét(2(0)é" ﬁL)

Cela fournit une fleche P(A1[) x Gq, -équivariante
A Hypou(X(0)5, 01) = C(AI¥1", 0, @, A7)
On la promeut en une fleche T[P(AI>®l) x Gq,]-équivariante
Hii - Hypoor(X (00, 01) = C(AI®* Twg, A7), (A, (2),X) = Hirau(@)
puis en une fleche T[G(AJ>®l) x Gg]-équivariante

G(Al™®)xGq @

A+ Hyroet (X (06, O1) = Indg ey

(A>T @g, A7), A5 ,(9) = Hii 4

Une question fondamentale est la détermination du noyau de JZ; I}GK Dans le chap.
nous donnons quelques conséquences de l'injectivité de J#; I}G’ sur des sous-espaces divers
et variés. Dans les chap. et nous établissons cette injectivité sur de gros sous-
espaces de H;roet(f((())é, o).

10. Injectivité du modéle de Kirillov : le cas non-eisenstein

Sim est un idéal maximal de T, on note Ty, le localisé de T en m. Quitte & agrandir L
on peut supposer, ce que nous ferons, que ky, = T/m. On dit que m est non-eisenstein
si la réduction t,, modulo m du pseudo-caractére t1 de la rem. est le caractére
d’une représentation absolument irréductible g, : Gq — GL2(kr) de déterminant s,
(réduction modulo m du caractére sf). Il existe alors une représentation py, : Gq —
GLy(Ty,) dont la trace est le localisé t,, de tr (i.e. le composé de t1 et de application
naturelle T — T,) et le déterminant est le localisé s}, de sf.

Théoréme 10.1. — Si m est non-eisenstein, %fg’ est une isométrie sur son image
dans chacun des cas suivants :

e p > 3 et la restriction de p,, a Gq, n'est pas de la forme x © x.

o p =2 et la restriction de py, a Gq, n'est ni irréductible ni de la forme x @ x.

Démonstration. — La preuve de ce théoréme va demander un peu de préparation ;
elle est repoussée au §[10.2] Indiquons juste quels ingrédients entrent dans la preuve.
Il s’agit de prouver que J%; I?’ est une injection modulo my, ou, de maniére équivalente,
que son noyau est nul. Comme ce noyau est stable par G(Q,), il contient (sil est
non nul) des éléments fixes par le prop-p-iwahori, et donc des classes définies sur une
courbe modulaire de niveau petit en p (et donc avec peu de composantes irréductibles
dans la fibre spéciale d’'un modéle semi-stable bien choisi). Maintenant, par définition
de J{Ig’ , ces classes sont nulles dans le tube des pointes. Ceci conduit & étudier, si
Y est une courbe propre, le sous-groupe de Hélt(Y, F,) des classes nulles dans le
tube de suffisamment de points. On commence par prouver que ces classes sont tuées
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par Papplication dlog (lemme , puis on prouve que le noyau de dlog est petit
(prop.[10.3). Dans le cas qui nous intéresse, cette petitesse implique que ce noyau
ne contient pas de sous-espace stable par Gq (a part dans certains cas spéciaux) et
comme % Ii{(} est, par construction, Gq-équivariante, cela montre que son noyau est
nul. O

10.1. Cohomologie des courbes semi-stables

Soit Y une courbe propre et lisse définie sur C' et soit Yg un modéle semi-stable sur
O¢ (un tel modéle est équivalent & la donnée d’une triangulation S de Y vue comme
espace de Berkovich, d’ott la notation). On note Q!(Ys) 'espace des sections globales
du faisceau des formes différentielles logarithmiques ; c’est un réseau de Q!(Y) qui ne
dépend pas de S.

10.1.1. L’application dlog. — On dispose d’une application naturelle
dlog : He, (Y, Fp) — Q' (Ys)/p

qui peut se définir de la maniére suivante: siz € HL(Y,F,), il existe f € C(Y)*,
Div(f) € pDiv(Y), tel que z soit la classe de Kummer de f, et on a dlogz = d—]{.

Lemme 10.2. — Soit B un ensemble de points lisses de la fibre spéciale Y° de Yg
et, si Q € B, soit |Q[ son tube dans Y (une boule ouverte). Si lintersection de B
avec toute composante irréductible de Y est non vide, on a une injection

Ker[ H (Y, Fy) > GoepHL QL Fy) | > Ker[ H (Y, F,) %5 0 (V) /p]

Démonstration. — Si x € HL (Y, F)) est la classe de Kummer de f comme ci-dessus
(et donc dlogx = %), et si x a une image nulle dans ]Q], cela signifie que f est une
puissance p-iéme sur |Q], et donc que la restriction de w := # a ]Q[ est nulle (vue

comme élément de Q' (JQ[) T /p = (Oc/p)[[20]] dzq, et pas comme une différentielle sur
la fibre spéciale). On en déduit que w, vue comme section globale du faisceau Qllog /D
sur le schéma formel associé a Yg, est nulle sur 'ouvert de lissité de la composante
irréductible Yy de Y§P contenant Q. L’hypothése selon laquelle B rencontre toutes les
composantes irréductibles de la fibre spéciale implique que w = 0 en dehors des points
singuliers de la fibre spéciale, et donc que w = 0 ce que 'on voulait démontrer. O

10.1.2. Lien avec l’application de Hodge-Tate de la jacobienne. — Si G est un schéma
en groupes fini et plat sur O¢, on dispose d’une application de Hodge-Tate a¢g :
G(C) = wgv ou GV est le dual de Cartier de G. Cette application est définie de la
maniére suivante : par définition, u € G(C') fournit un morphisme u : G¥ — G, [p*],

22. Philosophiquement, c’est Fp (1) plutét que Fj, mais nous sommes sur un corps algébriquement
clos.
23. Une autre définition possible passe par la comparaison avec la cohomologie syntomique [18].
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* dT
14T

différentielles invariantes sur G,,).
Le choix de Py € Y fournit un plongement ¢ : Y5 — J (ou J désigne le modéle de
Néron de la jacobienne) et un diagramme commutatif (indépendant du choix de Fp)

(ot 4L est la base standard de l'espace des formes

et on définit ag(u) = u 4T

A J[p]

Hélt(J’ Fp) - Ql(J)/p

v \L i * i/ 0
dlog
H;t(Y, Fp) > Ql(YS)/p
Pour vérifier la commutativité du diagramme, on part de u € J[p]. Si © est le diviseur
théta, il existe f, € C(J)*, unique & multiplication prés par un constante, de diviseur
p((0Su)—0). Siv € Jpl, alors f,(v)/fu(0) = (u,v)wei. Il s’ensuit que o sy (u) = ‘if:
Par ailleurs, ¢*f, est une fonction sur Y dont la classe de Kummer représente u

(modulo l'identification HZ (Y,F,) = J[p]), et donc dlog(u) = df:—ff“ = 1" (agpp) (u)).

10.1.8. Le noyau de l'application dlog. — Si G est un schéma en groupes fini et plat
sur Oc, on définit sa pente u(G) par p(G) = d}fi(g;), ol |G| = p"() et deg(G) =
dvp(z;) sl we = @0c/ ;.

Proposition 10.3. — La pente de Ker(Hét(Y, F,) dlo

schéma en groupes de J[p|, est > 1 — %.

Q' (Ys)/p) vu comme sous-

Démonstration. — Soit ey, ..., e, une base sur F), du noyau G de dlog et soit G; le
sous-schéma en groupes de J[p] engendré par e;. Alors u(G) > p(G1®- - -®G,.) d’apres
le (4) de [31] cor. 5], et u(G1®--- @ G,) > inf; u(G;) par définition de p et additivité
de ht et deg dans une somme directe. Il suffit donc de prouver que p(G;) > 1 — %.
Or G; est, d’aprés Oort-Tate, de la forme Spec(Ok [T]/(T? —aT)), vp(a) € [0,1], et il
résulte de [30, n°1.1.1] que dlog(a'/®P=1) = /P~ dT dans wq, = (Oc/pa)dT.
1l s’ensuit que dlog(a'/®=1) = 0 si et seulement si vp_(‘i) > 1—w,(a), c’est & dire si

)
vp(a) > 1— %. Comme ht(G) = 1, on a p(G) = deg(G) = vp(Ann(dT')) = vp(a), ce
qui permet de conclure. O
Question 10.4. — Peut-on remplacer > 1 — % par > 1 — % dans 1’énoncé de la

prop.[10.3|? Cela permettrait de supprimer 'hypothése “non irréductible” pour p = 2
dans le th.[10.1l

10.2. Preuve du th.[10.1]

Il s’agit de prouver que % I‘f’ est une injection modulo p. On est donc ramené a
considérer 'application induite

T[G(A!®l)xGq]

A H Y ost(X(0) 2 k) m — Ind@,L[P(A]w[)XGQP]%(A]OO[,*, k@, E7)
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Le noyau de 75 est un T[G(AI*l) x Gq]-module. Soit M une composante irréductible
du G(Qp)-socle de ce noyau. Alors M est tuée par m car Hémét()?(())é, kL)m est de
m®-torsion. En tant que représentation de Gq, le module M est p,,-isotypique d’aprés
le lemme ci-dessous.

Comme M est la limite inductive de ses intersections avec les H}, (X (N)5, kz), il
existe IV premier a p et k € N tels que M’ := M N HY (X (Np*)5, k1) soit non nul.

Maintenant, (pg;f’“ 1 +prz,,) est un pro-p-groupe qui agit sur M’, et donc M’
contient un élément non nul fixe par ce sous-groupe. Il s’ensuit que M” := M[m] N
HY(X(N,p)l, kL) # 0. De plus, M" est stable par () é)p.

Par ailleurs, X (N,p) a un modele semi-stable sur Z,[u, ], dont la fibre spéciale

a deux composantes connexes et 'une de ces composantes connexes contient la

01
p 0

7, cela implique que les éléments de M” sont triviaux sur le tube de la pointe oo,
et comme M" est stable par (g (1)) , ils sont aussi triviaux sur le tube de la pointe
P
01
(P 0 )p " 00, )

Soit J la jacobienne de X (N,p) et soit JUV le groupe p-divisible sur Q asso-
cié. L’algebre de Hecke T agit sur 01 ®z, J4Y. On note JZV le localisé en m de
01, @z, JU (cest un facteur direct de @L ®z, JU). On note JE™* C Jo* les
plus grands sous-groupes p-divisibles de J3IV sur Z,[p,] (le prolongement & Z,[u,)]
se fait en considérant le modele de Néron de J sur Z,[p,]), de type multiplicatif et
connexe. Alors|?Y| HZ (X (N, p)5, k1) s'identifie & J4V[p] et cette identification induit
des inclusions M” — J3V[m] — JdV[p]. Comme les éléments de M” sont triviaux
dans le voisinage des pointes et que chaque composante de la fibre spéciale de X (N, p)

. . 4 " cnx[,11—2
contient une pointe, il résulte du lemme|10.2[et de la prop. que M C JS™[p] " 7.

e Si p,, est ordinaire, on a J&*[m] = J2Wm], et donc M” C J2[m]. Par ailleurs,
il résulte de [37, prop. 12.8 et 12.9] que Gq, agit par un caractére sur Jmultfim]. On en
déduit que JX*[m] ne contient pas de copie de la restriction de p,, & Gq, (et donc
que M"” = 0) si cette restriction est une extension non triviale de deux caractéres
(non nécéssairement distincts) ou la somme directe de deux caractéres distincts. Par

pointe oo, 'autre la pointe ( )p - 00. Comme M" est contenu dans le noyau de

contre, si cette restriction est de la forme x & x, on ne peut pas conclure de cette
maniére que M = 0.

e Si la restriction de p,, a Gq, est irréductible, le schéma en groupes M" sur
Z, [,up] est complétement déterminé par sa restriction a GQp(Np) puisqu’il ne contient
ni sous-groupe multiplicatif ni quotient étale, étant une somme de copies de p,,. Mais
la restriction de p,,, 4 une extension non ramifiée convenable de Q,(p,,) est auto-duale.
On en déduit que le schéma en groupe associé est de pente % et donc que M" est de
pente % Comme on sait par ailleurs que M” est de pente > 1 — %, cela prouve que
M" =0sip>3.

24. Ou plutét Hélt(X(N7p)é,kL(1)).
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Ceci permet de conclure.

Remarque 10.5. — Le cas ou la restriction de p,, & Gq, est de la forme x @ x est
le plus délicat & bien des égards : en particulier, il résulte de [68, cor.4.4] et de [37
prop. 12.8 et 12.9] que J2U[m] contient des copies de .

Lemme 10.6. — Sim est non-eisenstein, Uapplication naturelle
HomGQ (ﬁm7 Hl [m]) ® ﬁm — H1 [m]
est un isomorphisme.

Démonstration. — Comme p,, est irréductible, cette application est injective. Par
ailleurs, si o € Gq, alors Py(0) := 0% — tu(0) + 5, tue H'[m] et donc aussi tous
ses sous-quotients. L’irréductibilité de p,, impliquent donc que tous les sous-quotients
irréductibles de H'[m] sont isomorphes & 7, et il suffit de prouver que H'[m] n’a
aucun sous-quotient qui est une extension non triviale de p,, par p,,.

Une telle extension V' peut étre aussi vue comme une représentation de dimension 2
sur ky,[e] (avec €2 = 0 et V/eV = p,,), et il résulte de ce qui précéde que le polynome
minimal de tout élément de Gq est a coeflicients dans &, ; on veut en déduire que
V 2 k1 [e] ®k,, Pm- Comme p,, est irréductible, son image G n’est pas incluse dans un
borel de GLa (k1) et son image dans PGLa (k) n’est pas contenue dans un p-sylow (car
les p-sylows de PGLa (k1) sont les conjugués du sous-groupe des unipotents supérieurs
et leurs images inverses sont contenues dans des borels) ; on en déduit l'existence de
g € G, semi-simple & valeurs propres a # .

Soit vy, v3 une base de V/eV constituée de vecteurs propres pour g. Il résulte de la
discussion ci-dessus que le polyndme minimal de g agissant sur V est (X —a)(X — )
et on peut relever v,, vz dans V', de maniére unique, en des vecteurs propres pour g.
Montrons que kv, @ krvg est stable par Gq, ce qui permettra de conclure puisque
V= kiL[S] Qky, (kLva D kLU,B)~

Il suffit de prouver que, si A € kp[Gq] vérifie A-vy, A-vg € €V, alors A-v, = A-vg = 0.
SiA-ve =e(a(N)va+c(N)vg) et X-vg = e(b(A)va +d(N)vg), alors a(X) +d(A) = 0 par
hypothése sur la trace. Mais g\ vérifie les mémes hypothéses et on a a(gA) = aa())
et d(gA\) = Bd(N). 1l sensuit que a(A) = d(\) = 0. On peut aussi appliquer ceci a
hA, ott h € G est tel que h(v,) et v(vg) ne sont pas colinéaires a v, et vg (un tel h
existe par irréductibilité de p,,); on en déduit que b(A) = ¢(\) = 0, ce qui permet de
conclure. O

11. Injectivité du modéle de Kirillov : le cas général

Il résulte du th. que ¥ est injective si on localise en un idéal non-eisenstein
(& quelques exceptions prés). Dans ce chapitre, on donne une seconde preuve de cette
injectivité qui permet de controler le noyau éventuel dans le cas eisenstein et les excep-
tions du cas non-eisenstein (le prix a payer est que l'on perd le résultat d’intégralité
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du th.. Cette preuve passe par une analyse des vecteurs de la cohomologie com-
plétée fixes par U(Z,) (les méthodes utilisées sont inspirées de Pan [51] — qui a fait
une analyse détaillée des vecteurs localement analytiques fixes par 'algébre de Lie de
U(Z,) — et de Sean Howe [40]).

11.1. La tour des courbes d’Igusa

On pose

X(lpl.p) = X(0)/U(Z,)

) =

Si on décompose e* sous la forme ((e¥),, (e)Pl) en regardant les composantes en p et

en-dehors de p, quotienter X0 (0) par U(Z,) revient a remplacer I'information contenue
A

dans ((¢1)p: (¢3),) par ((€3)p, (¢1)y A (¢3),); 1l S'ensuit que

~

X(pl.p) = X(plp)° x Zp(1)*

ot X (Jp[,p)° classifie les triplets (E, e%, (e3)I]), o e est un élément primitif de T;E
et (ex)IPL (ex)IPl forment une base TIPLE, et out Z,(1)* est 'ensemble des bases de
Z,(1) sur Z, (le Z,(1)* encode l'accouplement de Weil (e}), A (e3), des composantes
en p; la torsion galoisienne se traduit par le fait que &(Z,(1)*) est le complété p-
adique de Z[p,] (et pas C(Z,(1)*,Zy))).

Soit Ig(0) la composante connexe du lieu ordinaire de X (0) contenant la pointe oo :
Ig(0) paramétre les triplets (E, e}, e3) ou E est une courbe elliptique ordinaire, (e7),
est un générateur du module de Tate TpE du groupe formel de E (isomorphe a ém
sur 0¢), et ef, e est une base du module de Tate adélique sur Z.En particulier, Ig(0)
contient le voisinage habituel Z(0) de la pointe co.

Soit Ig(]p[) la composante connexe correspondante du lieu ordinaire de X (]p[, p).

On a
Ig(Ip)) :=1g(0)/U(Z,), Ig(p]) =Ig(p))° x Zp(1)*

ot Ig(]p))° € X(Jp[,p)° est le lieu des (E, ek, (e3)IPl) ott E est une courbe elliptique
ordinaire, (e}), est un générateur de T, E.

Remarque 11.1. — Si k est un caractére de B(Z,), alors &(Ig(Jp[))x est Pespace
des formes modulaires p-adiques de poids x (et niveau arbitraire en dehors de p).
L’espace O(Ig(]p[)) est I'espace de toutes les formes modulaires p-adiques.

L’application de Hodge-Tate 7yt : X(0)c — P!, commute aux actions de G(Al>[)
et Gq, (ot G(AI™l) agit a travers G(Q,,) sur P*). Cette application envoie le lieu
ordinaire sur P!(Q,) et le lieu supersingulier sur le demi-plan de Drinfeld P'\P1(Q,)),
et on a

I3(0)c = mp({c0})
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11.2. Décomposition de Hodge-Tate pour les U(Z,)-invariants

Théoréme 11.2. — (Comparer avec |29}, 1] et [59] th.1.0.4])
On a une suite exacte naturelle, G(A1>?l) x B(Z,) x Gq, -Equivariante

0— Hl(X(]p[,p)é, ﬁ) — lenroét,c(

X(0)5,0)" %) — 0(1g(p)E)(—1) — 0

Démonstration. — D’aprés le théoréme de comparaison primitif de Scholze [62]

th.IV.2.1], on a un isomorphisme naturel (avec o = 5*[%])

Hé}t,c(X(())é” C) :> le)roét,c(X(O)é'> 51))
Par ailleurs, comme HJ) 4 .(X(0), 0) = 0, la restriction fournit un isomorphisme
naturel
H;roét,c(X(O)é’/U(ZP)v ﬁb) :> Héroét,c(X(())éﬁ ﬁb)U(ZP)
Soit

X/(O)C = X(O)C \ Ig(O)C
Alors X (0)¢ s’obtient en recollant Ig(0)c et X'(0)¢ le long de dX'(0)¢ qui est une
limite profinie de cercles fantdmes perfectoides (ou, sil’on préfére, de points de type 5).
Les espaces Ig(0)¢, 0X'(0)¢ et X'(0)¢ sont affines perfectoides ainsi [7), th. 4.5.2] que
X'(0)¢/U(Z,) et 0X'(0)c/U(Z,) (mais pas Ig(0)c/U(Z,) ni son bord dlg(0)c/U(Z,)
qui sont simplement affines).

Notons simplement X, X', Ig, d les espaces X (0)5, X'(0)5, 1g(0)5, 0X'(0)c et U
le groupe U(Z,) (et v son générateur topologique (§1)). On a une surjection /U —
Olg/U et X/U s’obtient en recollant X' /U et Ig/U le long de 9/U : i.e. si V est un

ouvert de X /U, alors
O(V)={¢1€ O(VN(X'/U)),¢2 € OV (Ig/V)), ¢1 = ¢ dans 6(V N (9/U))}

Comme Ig est quasi-compacte, on a ﬁ’(lg) = é’\(lg) et @’(8) = ﬁA(a)

On a RIpreet(Ig/U, ﬁAb) ~ (O0(Ig) = O(lg)) car Ig est affine perfectoide et
donc RI'prost (I8, 0") ~ (0(Ig)). Pour les mémes raisons, on a RI prost (X'/U, 0°) ~
(6°(X")Y) et RTproat (9/U, 6°) ~ (6(9) =5 6(9)) (on a aussi RT proet(9/U, 6°) ~
(0(9)Y), ie. 0(0) =0 (9) est surjective, mais nous préférerons le premier quasi-
isomorphisme). On en déduit que R prost (X/U, 0 %) est le complexe simple associé au
complexe double
(0,y-1)

0" (XY @ 0(1g) 0(Ig)

Vo

0(0) = 0(0)

Notons Z! le noyau de &(Ig) @ €(9) — €(3). Comme O(9) = 0(0) est surjective,
on a une suite exacte 0 — ()Y — Z' — O(Ig) — 0. Cette suite exacte s’inscrit
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dans un diagramme commutatif
0—=0"X")Y — 0*(X")" @ 0(Ig) — O(Ig) —= 0

L / b

0——= 0(0)Y zZt 0(Ig) —=0

Comme le noyau de 0°(X")V @ 0(Ig) — Z! est nul (car cest H? X/U, @’A)), le

proét, c(
lemme du serpent fournit une suite exacte

0—0(1g)V -0V /o(X"V - H!

proét

(X/U,0) — H'(U,6(Ig)) = 0
Comme X'/U et Ig/U sont affines, on a une suite exacte
0— 0° X)W aolg)V - 0)Y - HY(X/U,0) =0
Le conoyau de 0(Ig)V — 0(9)V/0%(X")Y s’identifie donc a HY(X(]p[,p)5, €). On
conclut en utilisant 'isomorphisme
Uv: 0(Ig/U) = H (U, 0(1g))
qui permet d’identifier H'(U, 0(Ig)) & O(Ig(Jp))55); le twist (—1) provenant de la

rem.RI7 O
Remarque 11.3. — La fléche naturelle H(U, 0(Ig)) — H;roet (Ig/U, 5) est un iso-
morphisme et la composée avec H} s (X/U, 0) — HY(U, 0(Ig)) est la restriction (elle

est induite par la fleche naturelle RT o6t (X/U, o ) = R prost (Ig/U, o ).

11.3. Le modéle de Kirillov des U(Z,)-invariants

La restriction de % : Héroet(Z(O)C, p) — ‘K( Jool* A=) aux U(Z,)-invariants
est tuée par [¢]*» — 1, et donc a valeurs dans ([e]?" — 1)L A+ /AT sur p"Z, x APl
On peut donc la composer avec la fleche naturelle de ([¢]?" — 1)"'A*/A* dans
t‘lB+ /BdR = Ct~! et l'étendre, par C-linéarité et continuité en une fléche

COHiy + H oo (Z(0)5,C) V%) — g (Al ¢710)

Rappelons par ailleurs que I'on dispose aussi d’'un modele de Kirillov Gq,-équivariant
H 2 0(Z(0)5) — E(Al=l* ).

Proposition 11.4. — On a le diagramme commutatif
HY o (R(0)F, O)0%) S22 g(lxln, 710)
o(Ig(pD ) (=1) xI la

¢

o(Z(p)E)(-1)

A (1)

w(All*,0(-1))



FACTORISATION DU SYSTEME DE BEILINSON-KATO 115

(La premiére fleche verticale a gauche est celle du th. la seconde est la restriction,
(1) est obtenu en tordant % par e, ! et on a identifié C(—1) & t~'C dans la fleche
verticale a droite.)

Démonstration. — Notons simplement X,Ig,Z et U les espaces X(0)5, Ig(0)s,
Z(0), et le groupe U(Z,), et H'(—,Z,), Hl(—,ﬁ) les groupes Hlimét(—,Zp)7
leyroét(_7 ﬁ)

On a un isomorphisme H'(X,Z,)Y = H'(X/U,Z,) et un diagramme commutatif

HY(X/U, Zp) — H'(Ig/U, Zy) HY(Z/U, Zy)

! ! }
HY(X/U,6) — H'(Ig/U, 6") HY(Z/U, 0%)
J ]
HY(U,0(1g)) HY(U,0°(2)) -
0(1g)V (1) oM 2)Y (—1) — = 1-16(2)V
# (1) [rx
E(Al®bx C(—1)) —5& G (Al®b* +~1C)

On passe de la premiére a la seconde ligne par 'injection naturelle Z, — O et de la
premiére a la seconde colonne, puis a la troisiéme, par restriction. Le carré du milieu
commute d’aprés la rem.[11.3]; le triangle de droite (troisiéme et quatriéme lignes)
commute grace a la rem. et le carré du bas grace a la formule 5y = | |4'
du (iv) de la rem.[9.2]

Le modéle de Kirillov pour H!(X, Zp)U est obtenu en passant par les fléches exté-
rieures du haut et de droite. A part la premiére ligne, tous les modules intervenant dans
le diagramme sont des C-modules et les fléches sont C-linéaires ; on peut donc rendre
tout le diagramme C-linéaire en remplacgant les groupes H'(—, Z,) de la premiére ligne
par les H'(—,C) correspondant, et la fleche C®.#g : H' (X, C)V — €(Al=l* +~10)
de la proposition est encore obtenue en suivant 1’extérieur du diagramme. On conclut
en utilisant les identifications &'(Ig)V = @(Ig(Jp)&) et O(2)Y = 6(Z(p])§)- O

Corollaire 11.5. — Le noyau de Hy : H*(X(0)%, Zp)V%») — €(Al°l* t71C) est
Uintersection avec HY (X (Ip[, p) &, O). Le résultat reste vrai pour le noyau de C®#p .

Démonstration. — Les fleches 0(Ig(lp))5) — O(Z(Ip))&) et & = O(Z(p)5) —
€ (AJ®L* ) sont injectives (par injectivité du g-développement d’une forme mo-
dulaire p-adique) ainsi que la multiplication par | |o. On en déduit que le noyau de
Ky est le méme que celui de la fleche vers 0(Ig(Jp[)5)(—1). Le th. permet de
conclure. O
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11.4. L’opérateur de Sen sur les espaces propres pour B(Z,)

Soit K = k1 ® K2 un caractére de B(Z,). Si M est un B(Z,)-module, on note M,
le sous-espace sur lequel B(Z,) agit par k. On déduit du th.m une suite exacte
Gq, x B(Z,)-équivariante

0= HY(X(pl,p)&s O)n = (COHpyos.o(X (0)c, Zp)) = O(g(p)E)n(-1)
(O(Ig(lp)) &) est Pespace des formes modulaires p-adiques de poids &.)

Proposition 11.6. — L’opérateur de Sen est la multiplication par :
o —w(r2) sur H'(X(Ipl,p)¢, O)«.
o —1—w(k1) sur O(Ig(Ip)¢)x(—1).

Démonstration. — Notons que (} 3);; € ((1) zO;) agit trivialement sur X (Jp[,p)" et
agit par u — ud sur Z,(1)*. Qn voit k;, si i = 1,2, aussi comme un caractére de A
et de Gq, via les projections Z* — Zy et €, : Gq, = Z.

On a H'(X(Ip[,p)5, ) = H*(X(Ip[, p)%>, O\RE(Z*,0). Le th. fournit donc
une fleche équivariante pour les actions de Gq, et B(Z,) :

HYX(p[,p)&", O)&C(Z*,0) = COH, 060 (X (0)5, Zy) V()

proét, c(

. ) agit trivialement sur X(]p[,p)° et agit par u — ud sur

(Comme (39) € (o2
p P
2)p est ((§ ) - ¢) (u) = ¢(ud) sur %€(Z*,C) et est triviale sur

(
Z,(1)*, laction de (
HY(X(pl, p)%", 0).)

On en déduit que, si v € (H (X (|p[,p)**, 0) @ €(Z*,C)),, alors v est de la forme
vp ® kg avec vg € HY (X (Jp[, p)°*, 0) ® C, et k2 vu comme un caractére de Z*. Alors
o(v) = k3" (0) o(vy) ® Ko (cf. rem.|9.7| pour l'action de Gq, sur %(Z* (). Comme
Popérateur de Sen est trivial sur HI(X(] [,p)?*,0)® C, c’est la multiplication par
—w(nz) sur (H(X(pl, p)°%, 0) @ (Z*,C)s.

Ceci prouve le premier point; pour prouver le second, on utilise le modéle de
Kirillov : le cor.m 11.5 fournit une injection P(Z,) x Gq,-équivariante

(X(0)&, O)/HN(X (P p)E, O)n — € (AL 1710),

1
0
1
0

Hl

proét
On peut décomposer Al>®°l* sous la forme W x Zy (avec W = Aloorl* x pZ) et alors
E(AI®L* =10, = €(W,t~1C) @ Kk car ((g ?)p - ) (w,u) = ¢(w,au). Laction de
o€ Gq,est (0-¢)(w,u) = o(p(w, ep(0)7tu)). Si¢p =t"1pg® k1, avec ¢y € € (W, C),
on obtient ’action standard sur ¢g tordue par /ffl(a)sp(a)_l, et comme 'opérateur
de Sen est trivial sur € (W, C), c’est la multiplication par —w(k1&,) = —w(k1) — 1
sur (W, t71C) @ k1. O

Remarque 11.7. — (Comparer avec [51] th.1.0.1]) La suite
0= HY(X(p[,p)&s 0)r = (C® Hprogr o X(0) 5 Zyp)) e = O(g(p) &) n(—1) = 0
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est en fait exacte : le terme suivant serait H'(Z x Z%, H' (X (Ip[,p)& x Z, 0)). Ce
groupe est isomorphe a HI(Z;, Hl(X(]p[,p)é’O, 0)) car la cohomologie d’une induite
est concentrée en degré 0. Mais Hl(X(]p[,p)é’O, 0) est un quotient de ﬁ(@Xgo) et
donc H'(Z?, Hl(X(]p[,p)é’O, 0)) est un quotient de H'(Z, ﬁ’(@XéO)) car Zy est de
dimension cohomologique 1. Comme 8X80 / Z; est perfectoide affine, cela implique
que H'(Z?, ﬁ(@XéO)) = 0; d’ot le résultat.

11.5. Injectivité sur Douvert d’irréductibilité. — Soit p un idéal maximal

fermé de T[%}, et soit pp le représentation semi-simple de Gq dont la trace est tr

modulo p ou tr est le pseudo-caractére de la rem.[9.5] On dit que p est générigue si :
e p, est irréducible,

e l'opérateur de Sen de la restriction de p, & Gq, n’est pas scalaire.

Remarque 11.8. — La premiére condition est vérifiée en dehors d’un fermé de codi-
mension 1 et la seconde en dehors d’un fermé de codimension 2 (car, d’aprés Pan [51],
th.6.2.2], la seconde condition implique que p, est un twist d’une représentation
d’image finie).

Théoréme 11.9. — Soit W C H;roétyc()?(p)(O)é, L) un sous-L-module fermé, stable
par T, Gq et G(A). On suppose que, W[p] = 0 pour tout p non générique. Alors la

restriction de 5 a W est injective.

Démonstration. — Soit Wy C W le noyau de ;. Alors Wy est un sous-L-module
fermé, stable par T, Gq, G(Q,) et P(AIPD). Si Wy # 0, il existe N premier a p tel que
Wo(Np>) := Wy N ﬁcl(Np‘X’) soit non nul. Alors Wy(Np*>) est une représentation
admissible de G(Q,) et donc contient une représentation irréductible m. De plus,
M := Homg(q,)(m, Wo(Np>)) est un T-module (T agissant a travers T(Np>)), de
type fini sur L par admissibilité de Wy(Np>°). Il existe donc un idéal maximal p de 'JI‘[%]
tel que M[p] # 0, et p est générique grace a ’hypothése faite sur W. En particulier,
pp est irréductible, et donc M[p] est py-isotypique, en tant que Gg-module. On en
déduit que Wy contient une copie de p, ® .

La classification [53}, 19] des représentations unitaires irréductibles de G(Q,)
et [I3 §V.4,n°4] impliquent qu’il existe un caractére de Kk = K1 ® ko de B(Z,)
et v € 7, non nul, tels que (&%) -v = ki(a)ka(d)v, pour tout (&%) € B(Z,). Le
cor.@ combiné avec la prop.@ implique alors que l'opérateur de Sen de p, est
—w(k2), ce qui est contraire & ’hypothése selon laquelle p est générique (et donc que
cet opérateur de Sen n’est pas scalaire).

Ceci permet de conclure. O

Remarque 11.10. — On peut prouver le méme énoncé en supposant seulement que
pp est irréductible pour tout p tel que W (p) # 0 mais la preuve (cf. preuve du th.
utilise un argument de « prolongement analytique » et le résultat de Pan mentionné
dans la rem.[IT.8
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12. Quelques conséquences de l’injectivité du modéle de Kirillov

Dans ce chapitre, on explique comment déduire de l'injectivité du modéle de Ki-
rillov une compatibilité local-global (th. pour la correspondance de Langlands
locale p-adique. Cela fournit une compatibilité entre les correspondances de Langlands
locale p-adique et classique (th. et une preuve de la conjecture de Fontaine-Mazur
(en dimension 2, pour les représentations impaires) sous des conditions assez faibles

(th.[[2.8).

12.1. Compatibilité local-global

Soit N > 1, premier & p, et soit S I’ensemble des nombres premiers divisant Np.
On note T'(Np>) C G(Z) le groupe

T(Np™) = N1 D(NpP).
C’est un sous-groupe ouvert de G(Z]p[). Le groupe
H'(Np®) := H' (G(Q), ¢ (G(A)/T(Np™), O1))

s’'identifie & la cohomologie complétée de la tour des courbes modulaires de niveaux
Np*, pour k > 1. La comparaison avec la cohomologie étale le munit d’une action de
Gq qui est non ramifiée en dehors de S, et donc se factorise a travers le quotient Gq, s
de Gq. Il est aussi muni d’une action de G(Q,) (induite par l'action naturelle sur
% (G(A), 01) par translation a droite), et est admissible en tant que représentation
de G(Qp). Ces deux actions commutent. La limite inductive

HY(0)" :=limy . H'(Np™) = H'(G(Q), 4" (G(A), 01))
est munie d’actions de Gq et G(AI*l) qui commutent.

Soit T' un sous-groupe de Gq x G(AI*®l). Si W est un L[[]-module, et si m est un
idéal maximal de T, on pose

m(W) := Homp(W, L ® H*(0)P),  m(W, Np>) := Homp(W, L ® H'(Np™))
m(W)y, := Homp (W, L ® HI(O),(f)), m(W, Np™) g := Homp (W, L ® H (Np™)u)

Si T” est un sous-groupe de Ggq x G(AI*l) commutant & T, ces modules sont des
L[I]-modules et on a

m(W) = @m(W, Np>=) et mW), = hgnm(VV, Np™)m
N N

Remarque 12.1. — (i) Si p une L-représentation de Gq, de dimension finie, alors
m(p, Np>°) est une L-représentation admissible de G(Qj).

(ii) Si IT est une L-représentation admissible de G(Q,), de longueur finie, alors
m(II, Np>) est une L-représentation de Gq, de dimension finie.
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Définition 12.2. — Supposons W absolument irréductible. On dit que W est :

e promodulaire (resp. m-promodulaire), si m(W) # 0 (resp. m(W )y, # 0);

e visible (resp. m-visible) si W est promodulaire (resp. m-promodulaire) et %5 est
injective sur m(W) @ W (resp. sur m(W ), ® W) vu comme sous-objet de H'(0)®)
par ’évaluation.

Remarque 12.3. — (i) la promodularité de p : Gq — GLa(L), tmpaire et non
ramifiée en dehors d’un nombre fini de places, est quasi-automatique [27], th.1.2.3].

(i) 11 faut penser a « visible » comme « détecté par le modéle de Kirillov ». Les
résultats d’injectivité pour jifg’ des chap. et [11| montrent que les représentations
invisibles sont difficiles a exhiber :

e Si m est non-eisenstein, alors « m-promodulaire = m-visible ».

e Sip: Gq — GL2(L) est absolument irréductible et si 'opérateur de Sen de PlGaq,
n’est pas scalaire, alors « p promodulaire = p visible ». (En particulier, si p est de
Rham, a poids de Hodge-Tate distincts, et si p est promodulaire, alors p est visible.)

Théoréme 12.4. — Soit p : Gq — GLa(L) absolument irréductible, visible, et soit
IT une composante irréductible du G(Q,)-socle de m(p).
(i) 11 existe une fleche Gq, -équivariante V(II) — p*, non nulle.
(ii) De plus :
® Siplaq, est absolument irréductible, p* = V(II) et II = 11, (p*).
e Si PlGq, est une extension non triviale de x2 par x1, alors Il est le socle de
I, (p*), i.e. B(x1 ', xz)-
e Si PlGq, = X1 D X2, alors IT est une des composantes du socle de IL,(p*), i.e.
B(xi'xa') ou Blxy ' x1 )
(Dans les deux cas, si x2 = (2|x])x1, il faut remplacer B(x7"', x5 ") par St® x5 ')

Démonstration. — Comme p est supposée visible, lflg’ est injective sur II ® p. En
particulier, il existe v € II ® p telle que %, ne soit pas identiquement nulle. Si
Hp(x) # 0, la restriction de & (§ ?)]p[ * (T ® p) (isomorphe & 1T ® p comme
Gq x G(Qp)-module) n’est pas identiquement nulle, et il résulte de la rem.|9.10| que
v = (1) fournit une fleche Gq, x (pOZ le )-équivariante (§ (1))];;[* (M®p) — B,
non nulle. Le (i) est donc une conséquence de la prop.|2.16

Pour prouver le (ii), on utilise le fait que V(II) est irréductible (rem.[2.17). On en
déduit directement le cas ol la restriction a Gq, est irréductible.

Si la semi-simplifiée de PlGq, €St X1 & X2, commencons par remarquer que lirré-
ductibilité de II et l'existence d’une fléche non nulle p* — V(II) implique que V (II)
est de dimension 1, et donc que II est une composante de Jordan-Hdlder de dimen-
sion infinie d’une série principale B(d1,02). Dans le cas d’une extension non triviale,
V(II) est le quotient x; ' de p* (dans le cas scindé, c’est soit y; ', soit x5 '), et donc
0 = Xfl. On détermine do en utilisant le lien entre le caractére central et le déter-
minant (cf. 1rem.7 et donc dy = x5 1 Le résultat s’en déduit en utilisant le fait
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que les séries principales sont irréductibles sauf si do = (x|z|) 716, auquel cas la seule
composante de Jordan-Holder de dimension infinie est St ® Js. O

12.2. Applications
12.2.1. Adhérence des vecteurs localement algébriques

Proposition 12.5. — Soit T cohomologique de poids (k+2, j+1) avec mey(m) visible.
Soient 78 = 1 ® Wi, et W Uadhérence de limage de

e i m(m) @ 78 — HY(G(Q), € (G(A), Qp(T)))

Alors, en tant que Gq % G(Al®l)-représentation, W = me(n) @ 7Pl @ Wy, ou W,
est la composante du socle de I1,(m% (7)) ayant des vecteurs algébriques non nuls. En
particulier :

o Sime(m)|cq, est irréductible, W = me () @ Pl @ TL, (m, (7)).

o Si mét(ﬂ')|GQP est une extension non triviale de deux caractéres, alors W =
me(m) @ TPl @ soc(Il, (mg(m))).

Démonstration. — mg; () est irréductible, et donc m(mg; (7)) ® me(7) — H'(0)®)
est injective, T est inclus dans l'image et est de la forme me(7) @ 7Pl @ W', ou
W' est une représentation de G(Q,), complétée de wglg, et TPl @ W' C m(mg(r)).
Par ailleurs, W’ est admissible car me(7) ® WPl o W s'injecte dans H'(Np>®) pour
N bien choisi, et H'(Np>) est admissible. En particulier, W’ contient des sous-
représentations irréductibles.

Soit IT une composante irréductible du G(Qj)-socle de W'. Il résulte du th.[12.4]
que II est une composante du socle de II,(m}, (7)) (et est égal & ce socle sauf si la
restriction de mei(m) a Gq, est la somme de deux caractéres).

Maintenant, comme mgi(m) est de Rham a poids de Hodge-Tate distincts,
I, (m% ()8 # 0 et, plus précisément, (soc(IL,(m% (7))))*8 # 0; on a donc
& £ 0. Comme mg(7) @ 7Pl @ TI*8 'injecte dans H'(G(Q), € (G(A), L)), on
déduit de la prop. que I1*le = wglg. Comme IT est fermée, et ﬂglg est dense dans
W', Iinjection de II dans W' est une égalité.

Cela prouve le résultat sauf si la restriction de m¢i(m) a Gq, est la somme de
deux caractéres. Dans ce cas, le socle de II,(m¥ (7))) a deux composantes W7, Wy,
avec W& £ (0 et W2'8 = 0. Si le socle de W' a une composante isomorphe a Wi, on
conclut comme ci-dessus que W = W;. Sinon, le socle de W' est une somme de copies
de W5 qui est une série principale B(d1,02). Comme W' est admissible, la théorie des
blocs pour les banachs admissibles [53), [54] implique que les composantes de Jordan-
Holder de W’ appartiennent au bloc de B(d1,d2) qui est constitué de B(d1,d2) et des
composantes de Jordan-Holder de B(d2,01) (& savoir W; plus un caractére éventuel).
I s’ensuit que 73" (qui s’injecte dans W’ et qui est irréductible) est isomorphe a W7y lg
et donc le complété universel de ﬂ';‘lg est Wy (car W est une série principale unitaire).
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Comme W' est, par construction, un quotient de ce complété universel, on en déduit
que W’ = W1, ce qui permet de conclure. O

12.2.2. Compatibilité classique versus p-adique

Théoréeme 12.6. — (cf. |27, §7.4]) Si V est une L-représentation de dimension 2
de Gq,, de Rham a poids de Hodge-Tate a < b, alors

I, (V)™ 2 TL,(V)T @ Wiy,

Démonstration. — Soit 7, = II,(V)°. Le résultat est prouvé dans [13] th. VI.6.50]
dans le cas ou 7, est de la série principale (voir aussi [14), [46]). Il suffit donc de
le prouver dans le cas 7, supercuspidale et, compte-tenu de la compatibilité & la
torsion par un caractére, il suffit, d’aprés [15], pour chaque telle m,, d’exhiber une
représentation V, de Rham, vérifiant LL(V) = 7, ® 5, pour laquelle IT,(V)*8 =
T, @1 @ Wi, (pour un choix de (k, ) et de caractére lisse 7).

Quitte & remplacer 7, par m, ® 1, on peut supposer que 7, est la composante en p
d’une représentation m cohomologique. La prop.|12.5[ permet de prendre V' = m}, (),
a condition que myg () soit visible (ce qui est le cas, d’apreés la rem.mpuisque cette
représentation est modulaire par définition). O

12.2.3. Représentations ordinaires. — SiIl est une représentation unitaire de G(Q,,),
irréductible et visible, l'injectivité de %, sur m(II, Np*>°) ® II et I'irréductibilité de
V(II) impliquent, par les mémes méthodes (en particulier, I'utilisation de la prop.[2.16)
que le Gq,-cosocle de la restriction de m(II, Np>) est une somme finie de copies de
V(II)*. En particulier :

e V(II) est de dimension < 2 (cas particulier d’un théoréme de Paskunas [53] —
voir aussi [19]) puisque le Gg-cosocle de m(II, Np™) est constitué de représentations
de Gq de dimensions < 2 (d’apreés les relations d’Eichler-Shimura).

e Si I est une série principale B(d1,02) (ou St ® d1), alors le Gq,-cosocle de
m(IT, Np™®) est une somme de copies de 6;*

On démontre de méme le résultat suivant.

Proposition 12.7. — (cf. |27, §5.6]) Soit ® cohomologique de poids (k + 2,7) tel

que T, soit une série principale Ind%(6; @ | |, 102) (ou St ® 6y si 6y = | |p01), o

01,02 : Qp — L* sont des caractéres lisses avec vy(d1(p)) = 0 et vy(d2(p)) = k + 1

(cas ordinaire). Alors, la restriction de ms(m) @ Gq, est une extension de x~+~155"
—1

par 07

Démonstration. — Soit I := 7218 = B(z"*16,,61), et donc V(II)* = 2~ F~15;".
Alors my; () est une sous-représentation de m(Il) et donc ;7 est injective sur
me (7) @ II. Comme ci-dessus, on en déduit que le cosocle de la restriction de meg ()
a Gq, est 2777165 . On conclut en utilisant la relation entre caractére central et
déterminant (rem.|9.5)). O
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12.2.4. Conjecture de Fontaine-Mazur

Théoréme 12.8. — (cf. |27, §7.1]) Soit p : Gq.s — GL2(L), absolument irréduc-
tible, impaire, visible, dont la restriction a Gq, est de Rham a poids de Hodge-Tate
distincts et n’est pas la somme de deux caractéres. Alors p est la représentation associé
a une forme modulaire.

Démonstration. — L’hypothése implique que le socle de II,(p*) n’a qu’une compo-
sante, et 'hypothése « de Rham a poids de Hodge-Tate distincts » implique [13]
th. V.6.18] (voir aussi [23), 15]) que cette composante contient des vecteurs locale-
ment algébriques).

Maintenant, si p est visible, le socle de m(p) (vu comme représentation de G(Q,))
contient le socle de II,(p*) d’aprés le th. et donc m(p)®!8 # 0. Ceci fournit une
injection Gq x G(Q,)-équivariante m(p)*& @ p < H'(0)?). On conclut grace a la
décomposition des vecteurs localement algébriques de la cohomologie complétée.

O

Remarque 12.9. — 1l faut d’autres outils que le simple modéle de Kirillov pour
supprimer la condition selon laquelle PlGa, n’est pas la somme de deux caractéres.
On pourrait conclure par passage a la limite en approximant p par des représentations
dont un des poids tend vers +o0o pour montrer que les deux morceaux du socle de
II,(p*) apparaissent dans le socle de m(p). Le cas général a été démontré par Pan [50,
52].

13. La cohomologie complétée et sa factorisation

Dans ce chapitre, on raffine la factorisation d’Emerton [27] conj.6.1.6 et th. 6.4.16]
de la cohomologie complétée. Ce raffinement (th.[13.11]et[13.13)) est obtenu en compa-
rant les modéles de Kirillov des deux membres aux points classiques (th. et

cor.[13.10) grace a la loi de réciprocité explicite du th.|8.14

13.1. Notations

13.1.1. Algébres de Hecke et représentations galoisiennes. — Soit T(Np>) le quo-
tient & travers lequel T agit sur H'(Np>); c’est I'algébre de Hecke engendrée par
les opérateurs de Hecke Ty, pour ¢ ¢ S, agissant sur ¢ (G(Q¢)/G(Z,)) ; on ne change
pas T(Np>) en enlevant un nombre fini de ces opérateurs de Hecke. Cette action
commute a celle de G(Q,) et de Gq.

L’algébre T'(Np™) est une algébre semi-locale. Dans la suite, nous fixons un idéal
maximal m de T(Np>), et notons T la localisée

T :=T(Np™)m
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de T(Np™) en m (c’est un facteur direct de T(Np>°)). Alors T est une algebre locale,
d’idéal maximal m et de corps résiduel T}, /m fini de caractéristique p (et donc de la
forme F,, avec ¢ une puissance de p).

On note t7 la composition du pseudocaractére ¢y avec la projection T — T et ty,
la réduction de t7 modulo m. On dit que m est non-eisenstein si ty, est la trace d’une
représentation irréductible de dimension 2. Si m est non-eisenstein, il existe

PT - GQ’S — GLQ(T)

dont la trace est t7; la trace de la réduction pp de pr modulo m est alors ty,.
On définit (« classique » signifie que p, est la représentation associée a une forme
modulaire & torsion prés par une puissance entiére du caractére cyclotomique) :

2 = Spec(T) et ZN0OL) :={xc Z(0L), = classique}.

Soit H'(Np®) le groupe défini au § et soit H'(Np>)y, son localisé en m
(c’est un facteur direct de H*(Np™)). On note H'[pr]s le sous-G(Al*®l)-module de
HY(G(Q), € (G(A), O1)) engendré par H'(Np™®)y,. Clest un Gq s x G(Al*)-module
a l'intérieur duquel on récupére H'(Np>),, en prenant les points fixes par f(N p>°).
La structure de ce Gq.s x G(AJ®l)-module a été analysée par Emerton [27] ; nous
donnons une version renforcée du résultat d’Emerton dans les th.[I3.11] et [3.13] ci-
dessous.

18.1.2. Spécialisation. — Si x € Z'(Or), on note p, I'idéal premier correspondant ;
alors p, = (T/pa:) ®7 pr. On a

W(py) = (T/ps) @1 We(pT), sil#p, T(pr) = T,(p7)[pel-
(Done IT(p%) = (T/px) @1 IT(p%).) On pose :
UIT,S = ®365\{P}v/7’,éa Ué;,s = ®zeS\{p}U;,e-

Donc v), ¢ est la spécialisation de v g dans ®gc\(p)e(py)-
Remarque 13.1. — Siz € 2°(0), alors
JRY U;,S ® Hp(p;) = (pT ® U&“,S ® Hp(ﬂ%))[pw]

Remarque 13.2. — Soit x € 2°°Y(0r), correspondant & une représentation coho-
mologique 7 : on a un isomorphisme p, = me(7), et Ip(m}, (7)) = 7, si £ # p.

(i) L’isomorphisme p, = mg () n’est unique qu’a multiplication prés par une unité
de L (ou Oy, si on fait plus attention), mais p, @ I, (pk) = me; (m) @ II,(m% (7)) car le
passage au dual et la fonctorialité de 11, font que les indéterminations se compensent.
On peut donc voir me(m) @ I, (m}, (7)) comme un sous-objet de pr @7 Hp(p%)[%].

(ii) Si 7 est de poids (k + 2,7 + 1), on dispose (par définition de mg (7)) d'une
fléche naturelle Gq s x G(Al*®l)-équivariante :

br : M (1) @ T — BN W) @ Wik = HY(G(Q), € (G(A), L)).
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13.2. Une loi de réciprocité explicite
Sice Hu(Z(0),Big ®q, W) et © € Wi, alors

1%
<’Dv C) € H;roét(Z(())é’? B(TR ®QP Alg)

et on note log g (c®?v) son image dans B, {G} par I'application du nom (un élément
de H;roét(Z(O)é,BjR ®q, Alg) est défini sur Z(N) pour N assez petit (multiplicati-
vement), et Z(N) est une boule ouverte).

Théoréme 13.3. — Si f € Fil'(Bgr ® EO(W,S_E%_H)), et si l'on note tgs p(f)z(0)

la restriction de tgs ,(f) € iéroéc(BgR ®q, W) a Z(0)c, alors
e*k7£€*£ s o 1 g o ~
logs (16s.0(f) 2000 © erresiy) = ()N 715770, (Hol(f) @ vy * ¢ ™) (@)

dans|®®)| B {d}-

Démonstration. — On choisit NV tel que f soit de niveau N. Pour calculer tgs ,(f) z(0),
on doit résoudre ’équation différentielle Vg = f sur Z(N)¢. Une solution naturelle

est[(20)

n>1
car, quand on applique V, les termes se compensent deux par deux, et il ne reste que
le morceau Cdr{vf du = f (cf. ) du terme pour n = 1.

Le 1-cocycle sur le 71 de Z(N)c définissant tgs ,(f)z(0) est alors o — (0 — 1)g,
mais il est apparent sur la formule définissant g que cette action se factorise par
U(N 2) et que ce cocycle est complétement déterminé par sa valeur sur le générateur
N de U(NZ).

Si F=0"1 fv%, on a

Cdr
WNig)—g=> 0"F(g) (L — L
n>0
=F(ge M) = F(qe™) = F(Ge M) = F()) = (" = 1) - F(9)

(Le passage de la premiére ligne a la seconde est la formule de Taylor logarithmique :

0:= % = q% et u = log(q/q) ; on obtient donc les valeurs en ge~% = § et ge~*~Nt =
Gge=Nt = 4N (). En particulier, vi(Ge ™) = v1(§) = —te; : comme v;(q) = uey — tey,
et v2(q) = ez, on a ano(%)"vl% =0 — u%vl = (uey — tey) — uey = —tey.)

On peut écrire f, sur Z(0), sous la forme
k
o it
S CR TR RS
i=0

25. On fera attention qu’il peut y avoir des puissances négatives de t dans Hol(f) ; plus précisément,

il faut multiplier Hol(f) par th+1=3 pour avoir une série & coefficients dans B;R.
26. Voir les n°® et [6.2.4] pour les notations.
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avec f; € BXR{q}. Une intégration par partie (on intégre 9, if et on dérive vf k)

fournit la formule

k k—i
P 3 (S e el )
= r=0
Pour évaluer en ¢, on utilise la formule v1(§) = —te; et vy = es.

Maintenant, il résulte du lemme que log g (tes,p(f)z0) ®0) = (0, F(§)). On en
déduit, en utilisant les formules ((e} Ae3) ™7, C§R> =(-t)7J,

et s . fo sii

<(61)é(e2)k - 6116126 )= {a (k—0)!

il

sii=1{,

1D (01, V(1)) -+ <77k7UU(k)>), que l'on a

R“»—A

(par définition (1 - - Ok, v1 -+ - V) =

eN* ey _ 1 y—i 1—tpi (k=) a—1—04i 0 (k—6)!

logp (tesp(f)2(0) ® “Alezress) = @ Z SR = R T e
(La formule ci-dessus fait que seuls les termes avec r = ¢ — i contribuent ; 'exposant
detest (1 —(k+1-— ])) + (k—i—7r)+(—j), le second terme venant de VP et le
troisiéme de ((eT AeX)™ 7<dR> Iexposant de (—1) est r+ (k—i—1)+ (—j), le second

terme venant de vk i

" et le troisiéme de ((ef Ae3)™7, (Jg).) La somme ci-dessus ne
change pas, dans B {}, si on remplace Zf:o par Zf:o car 'exposant de ¢ est > 0
si i > £+ 1. Le résultat s’en déduit donc en comparant la formule ci-dessus (aprés

simplification) avec celle de la prop. O

Remarque 13.4. — On aurait pu simplifier un peu le calcul en utilisant le fait que
tEs,p se factorise & travers la projection holomorphe, mais il est rassurant de voir ceci
apparaitre sur le calcul.

13.3. Les vecteurs localement algébriques de la cohomologie complétée
13.3.1. q-développements. — Soit A = L, 01,. On pose (cf. n°[8.3.3) :
A[[§%]RZy = lim A~ [[¢VNRZ;,  A-AT[[§R]|RZ) = Aoz, (A [[§?]|RZ)
(pr)zl
Le sous-groupe
Gq = {(0,9) € Gq x P(AI®]), detg =ex(0)} = {(g?%), ceGq, be A]"O[}
de Gq x G(AI*l) stabilise Z(0)c. On note CNJQP le sous-groupe de Gq,

={(§1), 0 €Cq,, be Q)

Notons que GQ admet GQ et (z QP) comme quotients.
e L’application v;.— D’aprés le (i) de la rem. (avec (p5.)* = p%), on dispose d’une
injection naturelle

v T (p%) = (A” @z, p5)"
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qui commute & l'action de P(Q,) :

(13.5) L((Pga ’{)p*v) = ["¢F 0 0a(L(v)), sik€Z,acZletbeQ,.

On en déduit un accouplement naturel { , ) : pr ¢ IL,(p%) — 01-A~. Cela permet
de définir

tg: pr @7 1(p%) — O1-A[[§F )| K Z3
donnée, si v € pr, ¢Pl € TIP[(p3) et v € I1,(p%), par

yo@lov s Y (1(59), * (@M (n))) 7"

n>0, vp(n)=0

Lemme 13.6. — Alors 14 est éQp-équivarmnt, si on fait agir éQp a travers
Gq, sur pr, a travers (ZOZ le) C G(Qp) sur II(p%), et par (‘6 ’17) . (Zn an(j") =

> o(an)[e™] "
Démonstration. — En effet,
(50) - (rev) = @ () <o
tandis que ('apparition de x(o) = ,(0) vient de la formule ci-dessus)
(89)- (D2 (nel(89), x & (m)0)) @) = D _ (o), o((XF }), * M m)v) )] "

=2 o (P" ), x )
O
e Les applications Res et 13.— Enfin, on note
Res : Hélt()?(p)(o)é‘? Zy) — Hélt(Z(p) 0)¢ Zy)
I'application naturelle (de restriction), et on note encore ¢z I’application
ia HY(ZW(0)5, Z,) — A7 [[§¥ ]| ¥ Z;

déduite de en passant a la limite sur les revétements g — ¢V, pour (N,p) = 1.

Alors ¢, est, par définition, Gq X G(Al>®l)-équivariante, Res est Gq-équivariante et
1z est Gq,-équivariante.

13.83.2. Spécialisation auxr points classiques. — Si w est cohomologique, la for-
mule (2.9) et la compatibilité entre les correspondances locales p-adique et classique
(th.[12.6]) fournissent un isomorphisme

LaR - 71';133 o Hp(mét(w)*)alg, V= U (L;R’ﬁ, ® CdR)-

Comme myg(m) @ IT,(mY% (7)) est un sous-objet de pr ®@r Hp(p%)[%] (cf. (i) de la
rem.|13.2)), cela fournit

Lg O tag : Mer(m) ® T8 — L-A[[§]| R Z.
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Si 7 est de poids (k+ 2,7+ 1), on dispose d’une fléche naturelle ((ii) de la rem.|13.2)
br Mgy () @ T8 — H (W) @ Wi — HL(X®(0)5,Qp)" .
Théoréeme 13.7. — Si est cohomologique de poids (k+ 2,7 + 1), alors
1z oReso 1, = (—1)F 71 0035.

Démonstration. — Les deux fleches tombent dans (L-A~[[§R+]] K Z3)V i ce qui
permet de les composer avec l'injection rgr du n°[B:3.3] et il suffit de vérifier le méme
énoncé aprés composition avec kqr, auquel cas on peut étendre les deux membres par
B -lindarité en des fleches B ® me(m) @ 718 — L-B{q}.

Le lemme ci-dessous montre qu’il suffit de vérifier que les deux fléches coin-
cident sur 7= F~1 3, @78 (ona 1R € Big @ me(m) et 9 FTLAL  nlest
pas divisible par ¢t dans BIR ® met(m)). Par linéarité, on peut se restreindre a ¢ de

la forme ¢lPl ® ¢, ® % qui correspond a ¢l @ ¢, X*~~J dans le modéle de
N 1 2
Kirillov de 728

e Par définition de 'application kggr, on a (le coefficient de (jpk" du membre de

droite est vu comme un élément de L-B; via I'inclusion K"’[[Ep,}]il, k€ Z]— Bgr):

KdROLq(’Y®¢]p[®’U) — Z Z <77¢]p[(n)L((pl(‘)n(1)) U)>(jpkn,

p
k€Z n>0,vp(n)=0

(L’apparition de (PZ” ?)p vient de ce que ©*(1(v)) = L((Pok (1))1)), siv e I, (p%), et
celle de ('jpk” de ce que pF(G") = (jpk".) Maintenant, si v € II,(me(m)*)*8, alors

L((Pk” 0 )pv) = ,(p*n), par définition de %, (cf. n°. On en déduit que

01
(59 tar(@pX 7)) = (@) () (14m 5 © Car)-

Il s’ensuit que

’deobqOLgﬁ(t - 1LCTR 89¢) = tj_k_lugR,w Lar,» @CdR) Z ¢]p[(n)¢p(n)(”t)k4—jqn-
n>0

Par définition, <LIR,ﬂ’Ld_R,ﬁ ® Cqr) = 1. Par ailleurs, si a, = nf*1=7¢(n), la série

Y >0 anq" est le g-développement d'une forme modulaire fy, et on a

k-1 + k=1 k1 k—t—j ~
KdR O lq © LdR( LiRa ® @) =t~ g annJ (tn) Iq"

—t-1g9-1- /z
=t 9, f¢

OtjfkflLJr

dR,m

e Le th. permet de remplacer kqr otz par logg. L’application ¢
est la composée de-
ot TRt L @id: s = @ Wi — tI kT 1g (w ’“+27J+1)®W,€7J7
< LES,I) Y ld . tj k= 15 ( k+2, ]+1) ® Wk,j — gproét BdR ®Qp ngfj) Y Wl:j'

27. Notons que tj’k’lg (wkF2:0+1) C Fil®(Bar ® g k+2 1))
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. . j—k—1 k+2 ~j+1 (en)F~*(e3)*
La premiére envoie ¢ sur (¢ fo @v (R ) ® 4 (Frez))

alors la formule
log s (Res(ix ot/ F 710l () = ¢/ F 1 (=) It T4 fy
_ (71)k7jtféflaqflfff¢

. Le th. |13.3| fournit

(On a Hol(fy ® v’f+2 fi;l) =fs® v’f+2 fl;l puisque cette forme est holomorphe.)
Une comparaison des deux formules permet de conclure. O

On identifie Gq, au sous-groupe de éQp des (¢9).

Lemme 13.8. — Si a : BJ @ me(m) ® 726 — LBy est By -lincaire et Gq,-
équivariant, et si oz(?fj_k_l/,(‘1"1:1’7r ® ﬂ';‘lg) =0, alors a = 0.

Démonstration. — Les poids de mg;(7) sont j et j —k — 1. L’action de Gq, sur ngg
se factorise a travers (ZO; (1)), et on peut (aprés extension de L & L(p,)) décomposer
ngg comme une somme directe de repésentations de Gq, de la forme ns;_j , ol n est
un caractére d’ordre fini et 0 < ¢ < k. On en déduit que mg(m) @ ngg se décompose
en représentations de dimension 2, de la forme V; , = me(7) ® 176;_3 , dont un poids
est > 0 et l'autre est < 0. La restriction de a a V;,, appartient a (B p ® Vij‘n)GQp
qui est de dimension 1 car V;% a un poids < 0 et 'autre > 0. Il s’ensuit que «a
est un multiple de t*=7G(n) (tar.z ® Car). L'hypothese implique que « s’annule sur
tj_k_lG(n_l)L(J{R,Tr € Bz ® Vi, et donc v = 0 car

({t7GM) g 5 @ Cars ! T G idp ) = £ IG)G ()
n’est pas 0 dans B puisque i < k. O

15.3.3. Interprétation en termes de modéles de Kirillov. — Le th.[I3.7] se traduit de
maniére agréable en termes des modéles de Kirillov.

Remarque 13.9. — Soient 17 'unité de T et 110l Pélément neutre de Aloob*,
(i) Siv e pr ®II(p7), on a
W = > ((59) ) (1, 1 g
n>0, vp(n)=0

(i) Si v € HL(X®)(0),Z,), on a

tz o Res(v) = Z :%/I}T((’Oz?)]oo[*v)(lTvl]Oo[)qn

On déduit de cette remarque et du th.[I3.7)le résultat suivant.

Corollaire 13.10. — Si 7 est cohomologique de poids (k+ 2,5+ 1), alors

T _ k—j T -
%H Oly = <_1) '%/Aut O lgr
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Démonstration. — Si on applique les deux membres & v € mg(7) ® 78, on obtient
des fonctions sur 7 x Al*°l* (le membre de gauche est une fonction sur T x Al®b*
mais se factorise a travers T x Al°°l* sur 'image de tz). Le lien entre g-développement
et modeéle de Kirillov, combiné avec le th.[I3.7, montre que ces fonctions coincident
sur {17} x Al>*l* On conclut en remarquant que T agit par le méme caractére (celui
permettant d’écrire mg(7) comme une spécialisation de pr) sur les images de ¢r
et Lop- O

13.4. Une version explicite de la factorisation d’Emerton

13.4.1. Le cas générique. — On dit que m est générique (resp. trés générique) si m
est non-eisenstein, et si la restriction de p,, 4 Gq, n’est pas de la forme xy ® ((1) ?)
(resp. pas de la forme xy ® ((1) ’{))

Théoréme 18.11. — (i) Si m est générique, il existe un unique isomorphisme

v s pr @7 W(p%) = H' [pr]

de T[Gq x G(AI®D)]-modules, tel que H}F o 1r = HE,,.
(ii) Pour tout x € ', avec p, = me(m) et w de poids (k + 2,7+ 1), on a un
diagramme commutatif

(H [pr))[3] =—— pr @1 TL(p})[3]
(1]

me(T) @ T8 —E g (m) @ I(m¥, (7))

Démonstration. — D’aprés le th. et la prop. HE et #E . induisent des
isométries sur leurs images respectives ; en particulier, ces images sont fermées puisque
les espaces de départ sont complets.

Par ailleurs, il résulte du cor.[I3.10] que, si 0 < j < k, les images des vecteurs
localement algébriques de poids (k+2, j+1) de H'[pr] et pr@711(pS) par 5 et HE,
sont les mémes. Comme ces vecteurs sont denses dans les deux espaces (pour H![pr]
c’est déja le cas en se restreignant & j = k = 0 ou aux vecteurs G(Z,)-algébriques,
cf. prop. et pour II(p$.), cela résulte du th.[3.5 et de la zariski-densité des points
classiques), et comme les images de #;¥ et #,C . sont fermées, on en déduit que ces
images sont les mémes.

On peut (et doit) donc définir tp comme étant (#5) 1 o Z5 ., ou (HF)71 est
Iinverse de ;% sur I'image de J#;7. Ceci prouve le (i).

Le (ii) est une réécriture du cor. (en utilisant le fait que J#}F et ., sont
obtenus en rendant G(Al>®l) x Gq-invariants 7} et #,L.). O

Remarque 13.12. — Le th.[13.11] couplé avec la construction de II(p$.) fournit une
factorisation de la cohomologie complétée. Qu'une telle factorisation puisse exister
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est une intuition d’Emerton [27]. Les différences entre les résultats d’Emerton et les
notres sont les suivants :

e L’action de G(A!>l) differe de g — tgil, ce qui fait que nous obtenons pr®II(pF.)
au lieu de pr @ (pr).

e Emerton obtient un isomorphisme unique & isomorphisme prés de chacun des deux
membres alors que le notre est uniquement déterminé (une des raisons qui rendent
cette unicité possible est notre choix d’action de G(Al*l)).

e Les objets qui apparaissent dans notre factorisation de II(p$.) sont les duaux de
ceux d’Emerton (par exemple, son II,(p%) est sans T-torsion alors que la T-torsion
est dense dans la notre). Que 1'on obtienne quand-méme le méme objet est di au fait
que, si A et B sont des T-modules libres, alors (A®+ B)* peut se décrire comme étant
A° Q7 B* ou A* K7 B°.

e Le th.[I3:1T] est un peu plus général que celui d’Emerton : nous n’avons besoin
que de ce que p,, soit générique, alors qu’il a besoin qu’elle soit trés générique.

13.4.2. Le cas non-eisenstein. — Si on suppose seulement que m est non-eisenstein,
on a un résultat un peu plus faible (i.e. on est forcé d’inverser p).

Théoréme 13.13. — (i) Si m est non-eisenstein, il existe un unique isomorphisme
vr s pr @7 W(p%)[2] = (H' [pr))[3]
de T[Gq x G(AI®D)]-modules, tel que H}F o 1p = H S

ut-

(ii) Pour tout x € 2, avec p, = me(w) et w de poids (k+ 2,5+ 1), on a un
diagramme commutatif

(H'[or])[}] ~ T pr®r (p%)[5]
(0] )
me(m) @ T8 — me(m) @ I(m% ())

Démonstration. — Comme H(pi})[z%] est une limite inductive de représentations ad-
missibles de G(Q,), la prop. ci-dessous implique que I'image de Jiffl’lt est fermée.
Par ailleurs, %, Ii[(} induit une isométrie sur son image qui est donc, elle aussi, fermée.
On en déduit, comme dans la preuve du th.[I3.11] en utilisant la densité des vec-
teurs algébriques et le cor.[I3.10] que ces images sont les mémes. On peut donc définir
Ar s (H'[pr)[3] = pr @1 W(p3)[5] en posant Ay = (H5,) " o A, Alors Ar est
surjective par construction, et pour prouver le (i), il s’agit de prouver que Ar est
injective (auquel cas, on peut poser tp = )\;1).

Il résulte du th.[I1.9) que le noyau de Ar est supporté sur le lieu des p tels que
Vopérateur de Sen de p, soit scalaire (la condition p, irréductible est assurée par
I’hypothése que m est non-eisenstein). Or il résulte des résultats de Pan [51], th. 6.2.2]
que ce lieu est de codimension > 2 (c’est I’ensemble des twists de représentations

associées a des formes modulaires de poids 1, non ramifiées en dehors de S).
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Maintenant, on a une suite exacte
0= Ker Ay — (H'[pr])[}] = pr @ (p7))[5] = 0

grace a la surjectivité de Ap. On peut dualiser cette suite exacte, et écrire (H'[pr]*) [%]

comme une extension d’un T[%]—module de torsion Msgey,, dont le support (lieu ou
Popérateur de Sen est scalaire) est de codimension > 2, par un T[%}—module limite
inductive de modules de la forme TN[%] (quitte & remplacer T par une de ses
composantes connexes). Grace au théoréme de 'image ouverte, on peut trouver un
T-réseau de ((Hl[pT])[%])* extension par TN d'un T-réseau Mg de Mse,. Comme
le support est de codimension > 2, une telle extension est scindée, et Mg, s’identifie
au sous-module de T[%]—torsion de ((H l[pT])[%D*; le scindage commute donc aux
actions de Gq et G(Al>®).

1l en résulte que la suite exacte ci-dessus est scindée, en tant que T[Gq x G(Al>=0)]-
module topologique. Mais Ker A\ ne contient pas de vecteurs localement algébriques
non nuls (car les représentations de Gq qui apparaissent dans le socle sont des repré-
sentations associées a des (twists) de formes modulaires de poids 1, et pas de poids >
2), et comme les vecteurs localement algébriques sont denses dans (H'! [pT])[%}, on en

déduit que Ker Ay = 0, ce qui prouve le (i).

Le (ii) se prouve comme pour le th.|13.11 O
Proposition 13.14. — Soient Wy, Wy des L-banachs munis d’actions continues de

G(Qyp) et soit f : W1 — W, G(Q,)-€quivariante, continue. Si Wi est admissible,
alors f(Wy) est fermée dans Ws.

Démonstration. — Quitte a quotienter Wi par le noyau de f et remplacer W5 par
I’adhérence de 'image de f, on peut supposer que f et f*: W5 — W7 sont injectives
(et donc, par dualité, grace au théoréme de Hahn-Banach, sont d’images denses).
Maintenant, comme W; est admissible, tout sous-G(Qp)-espace X de W est fermé
(I'intersection Xy avec la boule unité Wy, de Wi est un Op[[K]]-module de type
fini (K est un sous-groupe ouvert compact de G(Q,)) car W7, I'est par admissibilité
de Wy et OL[[K]] est noethérienne; il s’ensuit que Xy est compact et donc X est
complet et donc fermé). Donc f* est surjective et est un isomorphisme de duaux de
banachs par le théoréme de 'image ouverte. Il s’ensuit que f est un isomorphisme de
banachs, ce qui permet de conclure. O

Remarque 13.15. — Si x est classique avec p, = mg; (), et si la restriction de p, &
Gq, n'est pas une somme de deux caractéres, il résulte du (ii) du th.|13.13| (ou|13.11))

que la restriction de v & p, ®ILg(pk) est, au signe prés, 'unique (rem.|14.14)) extension

28. Si 2 contient un point p-pathologique, il faut remplacer TN par un sous-objet dont le quotient
est de type fini sur 7' et supporté sur le lieu p-pathologique. Comme ce lieu est disjoint du lieu ou
l'opérateur de Sen est scalaire, cela ne change rien & ce qui suit.
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de 'application ¢, de la rem.[13.2] Si p, est une somme de deux caractéres, alors cette
restriction fournit une extension privilégiée de ¢ .

PARTIE IV
FACTORISATION DU SYSTEME DE BEILINSON-KATO

14. Symboles modulaires et élément de Kato

Ce chapitre est consacré a la preuve du th.[0.10] comparant I’élément de Kato et
le symbole modulaire (0, 00) pour une forme modulaire de poids > 2 (ou plus géné-
ralement, une représentation cohomologique de G(A!*°l)). La preuve (th.[14.18) n’est
compléte que dans le cas ou la représentation galoisienne associée a une restriction
a Gq, qui est irréductible. Le cas général s’en déduit par prolongement analytique,
cf. n°[I5.7.2

14.1. (0,00) dans le dual de la cohomologie complétée

On peut associer au symbole modulaire (a,b) une forme linéaire continue sur
H}(G(Q),%(G(A),Q,)), encore notée (a,b) : siy — ¢ est un l-cocycle sur G(Q) a
valeurs dans ¢ (G(A), Q,) et identiquement nul sur B(Q), on pose

((a,b),9) = (o, — D, )(1), OU g, € G(Q) vérifient a,(00) = a, ap(co) =,

oul=(}9) € G(A). Cest donc la composée du symbole modulaire (a,b) du (ii) de
la rem. [£.3] avec la masse de Dirac en 1. En particulier,

<(Oa OO), (’7 = ¢’y)> = _d)S(l), ousS = (_01 (1))

Remarque 14.1. — (invariance par extension des scalaires)

Si v est une place de Q, et si L est une extension finie de Q,, alors (0,00)
sur H(G(Q),LP(G(A),L)) est obtenu par L-linéarité a partir de (0,00) sur
H!(G(Q),LP(G(A), Q)). En particulier, la restriction de (0, 00) sur H}(G(Q), LP(G(A), L))
a HYG(Q),LP(G(A),Q)) ne dépend pas de L, ce qui permet d’interpréter p-
adiquement des calculs sur C.

Remarque 14.2. — (invariance par multiplication par un caractére)

Soit X (G(A)) un espace de fonctions sur G(A), stable par translations & gauche
par G(Q) et a droite par G(A). Si n est un caractére continu de A*/Q* (a va-
leurs dans C* ou L* suivant la situation), et si la multiplication par n o det stabilise
X(G(A)), elle commute a laction de G(Q) et donc elle induit un isomorphisme de
H(G(Q), X(G(A))). Comme 7o det(1) = 1, on voit que

((0,00), (v = (n o det)g,)) = ((0,00), (v = &),
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i.e. (0,00) est invariante par multiplication par un caractére de A*/Q*.
Lemme 14.8. — Sia,be PYQ) et siy € G(Q), alors
Yl (a,0) = (v a,7 - b).
En particulier,
(9™ (0,00) = —(0,00) et (29) 1% (0,00) = (0,00), siacQr.

Démonstration. — Soit v — ¢~ un 1-cocycle sur G(Q), nul sur B(Q), a valeurs dans
€(G(A), L), et soit ¢ la classe de cohomologie & support compact correspondante. On
en déduit :

(7>l (a,0), 8) = (bay — daa) (1, (VDY) = (day, — Pan)(Vae's (D7)
= (7# (¢, — ¢a,)) (1) = ((7(a),7(D)), ¢)

(La premiére égalité vient de la formule (g x pu, @) = (u, g~ % ¢), de la définition
de l'action * et de la formule pour ((a,b),—), la seconde vient de ce que y ' €
G(R)4, la troisiéme résulte de la définition de l'action x et la derniére de I'identité
v * (bay — Pan) = Payyy — Pary., qui est une conséquence du lemme ) O

Corollaire 14.4. — Si ¢ € H{(G(Q), % (G(A), L)) et si £ € P, alors
(48 ) % (0,00).0) = ((0.00). (§9)" x9),
0) Pl 6 = X4, avee A € L, alors
<(’8?)p*(0700),¢> =X ((0,00),9),
et si (£9) P« glrl = X @lPl alors
((69),%(0,00), P @ 6,) = X((£5" 0), % (0,00), 6" @ ).

(
En particulier, si (g

Démonstration. — La premiere formule résulte de ce que (§§ )]Z ool (§ ?)Z = (4 ?)]OO[

¢ A
de ce que <(£?)] ool * 1, (5?)] >l * @) = (i, ¢), et du lemme La seconde en
est une conséquence immédiate, et la troisiéme est une conséquence de la formule

?

suivante qui est aussi une conséquence immeédiate de la premiére :
((69)+(0,00), #"1@6,) = A((0, 00), SP1&((§9) xp))- =
14.2. (0,00) et valeurs spéciales de fonctions L
14.2.1. (0,00) et application d’Eichler-Shimura. — Soit
¢ € H'(G(Q), Fpiudr & W)
On peut donc écrire ¢ sous la forme
k £ k—t

¢(7—7 g]OO[) = (Z QS@(Ta g]OO[) (zliQeQ)J ) dT’

=0
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ou T — ¢p(T, g]oo[) est holomorphe, a décroissance rapide, sur 5. Si v € Wi
I’application d’Eichler-Shimura fournit

On fait agir (’

et pas par ((

01
(’1 0)) pour que le résultat soit compatible avec I'action en
p-adique (sur H} (

Proposition 14.5. — On a
+oo
((0,00),tE8(p @ 0)) = / (B, p(iy, 1)
0

e Jool
(0,00 (38 eams(o @) = [ () #mutin. (519)D)

Démonstration. — On note 7 — ¢~V (7, gl®°l) la primitive de 7 +— ¢(7, g!*°l) s’an-
nulant en +ico. L’invariance de ¢ par G(Q) se traduit par l'existence de constantes
C$(¢,g]°°[) telles que l'on ait v (-1 = ¢(=1) 4 c$(¢, g]oo[? sur %, En faisant
tendre 7 vers «y - 4ico, on obtient ¢(~1) (v - %ioco, g!>®l) + c$81gn(7)(¢,g]°°[) =0, ou
sign(vy) = sign(det ), et donc

+sign(vy)ioco
Hog™) = [ o().
y-Fico
Ceci fournit une fonction ¢,(¢) € LC(G(A)) @ Wi, (avec cy(6)(goo, d™l) =
cﬂf(gzﬁ,g]m[), si sign(geo) = %), et v = cy(4) est un 1l-cocycle sur G(Q) dont la
classe dans H'(G(Q),LC(G(A)) ® Wy ;) est tgs(¢), et qui est identiquement nul sur
B(Q) (puisqu’on intégre de +ico & +ioco). Autrement dit, on a construit ’élément de
Z1(G(Q),B(Q), M), avec M = LC(G(A)) @ Wy, ;, représentant tgs(¢). Le résultat
s’en déduit en revenant a la définition de (0, 00) : il faut évaluer — (v, cg(¢)) en g = 1.
Pour prouver la seconde formule, on utilise les formules

(0 D)o @e0) = ((T'1)xv) ®0
(0 1) oo *ems(@) = trs (' ) o % ©)
(5,007, 00) = ((39) »0.6(=7.(519)™)

la premiére formule venant du choix fait pour I'action de ( _01 (1))00, la derniére formule

venant de ce que ( _01 ?)*qb = ¢, I’action de ( _01 (1)) sur ey, eo étant transférée sur v. [

eleb=t |
29. Avec ¢(iy, g1°l) = (f_g beiy, g0 272 57) idy.
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14.2.2. Lien avec les valeurs spéciales de fonctions L. — Si
e k 1/ *
b= Z(bf ® k( Ze))r(p /\p)*)J € M2 J+1( ) ® Wk,ja

on pose LC = LC(Al®l* C), et

LCOLX, X 1]
A (o) ;% WX € ST
k
L(¢,s) = L(H (), s) = Z H (¢, 0L, 2irn)n ZQWK IL(¢e,s+3j— 1)
nGQJr £=0

ot L(¢pg,s) = ZnEQi H (¢, 1) n=2. Les actions de G(AI*®l) sur M2 4+1(C) et

de G(C) sur Wy, deviennent, en restriction au mirabolique :

%((ago btln) *P,u, X) = eme%(d)’u,aoox)
[ b];c[) *¢7u,X) — e]OO[(b]OO[u) K (o, a]oo[u’X)

Si e Xlﬁ[lxijfcm, on définit # o (—1) par la formule
(A o(-1)(u,X) = (—u,—X).
Proposition 14.6. — Si ¢ € Myi2;+1(C) @ Wy,

((0,00),trs(9)) = WL(%W%O)
<(O7 OO), (Bl (1))00 * LES(¢)> = W‘L(%((ﬁ) © (71)a O)

Démonstration. — Ecrivons

€ Tea—er)®
d) Z d)l ® k( 22))' el/\el)J avec ¢E = ¢E,O & %cﬁ

((Tee?/\f;))f, (efgkA:i§§)£> = (=1)*7%=*  1a prop.[14.5| fournit la formule

Comme <

© k .
(.50 ms(0) = [ {Honali. 10" dy
=0

ce qui est la valeur en s =1 de

K -
zk+z+1 . o[\, s+k—
> = / o0 (iy, Ul)ystr=t du,
0

£=0
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Maintenant bo0(iy, 1®) = Z”EQi nF 1= (g, 1) e =27 et donc

/ QSZ,O(Z.Z,/’ 1]00[)ys+k7£d17y _ 1;(;J:Iik€% Z pitt—i— 8%((;527 oo[)
0

neQy

= ThD Om) I Ly, s+ j — £ — 1)

= (2m)stE=J

Donc

k
((0,00), tms(9)) = Y Ty D (2m) I L(e, j — 1)
£=0

k
= S O (2im) I L(¢e,j — 4)
£=0
= W L(¢,0)
Cela prouve la premiére formule. La seconde s’en déduit en utilisant la seconde formule

de la prop.|14.5/et le fait que (' 9) * % = (—1)5’7'% O

Corollaire 14.7. — Si

alors
((0,00), 1355(9)) = =grmyr=rrr L(H(6),0).
Remarque 14.8. — Posons f; = Zner nF =TI (g, 102 ™7 Alors fy est une

forme modulaire classique, et on a L(¢¢, s) = L(fe, s +k+ 1 — j). Il S’ensuit que
k

L($,0) = Y (2im) T L(fo, b +1— 1),

¢=0
ce qui exprime L(¢,0) comme une somme de valeurs critiques de fonctions L de formes
modulaires classiques.
14.3. L’élément de Kato

14.3.1. Tétrapilectomie. — Soit V une L-représentation de Rham de Gq,. Sii € Z,
on note V®€; I'espace V' muni de I'action de Gq, multipliée par s;'). La représentation

V(i) =VeQyi)=Ved

est isomorphe & V' ® €;,, mais nous n’identifierons pas ces deux représentations : en
particulier,

DdR(V X Ei) = tiiDdR(V) CBgRr®V
Dar(V(i)) = Dar(V) @ t "¢ = Dar (V) ® (ir

30. Le k+1—jesten fait (k+2)— (§+1).
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Sipe H(Gq,,A®V),alors [, a'ue H' (Gq,,V ®@¢}) et donc exp*([,. #'u) €

t=*Dar(V) (plus précisément, t~*Fil’ Dar (V).
Utiliser le lemme(16.9|avec G' = X' = {1}, G}, = Zy, H; = Gq,,, Hy = Z}, 11 =€),
to =1id, W = Q, (i), fournit un isomorphisme A-équivariant

~

H'(Gq,, A®V)® Qi) H'(Gq,, A®V @ Qi)

= p®Cp

et on a, si ¢ € LC(Z;,L(MPOO))Z; et £ € Z,

@m%®@:p/xwwmm®@eﬂ%&%vw®%»

zx zZ

»
(Si o +— pe est un 1-cocycle représentant u, alors (fz* J;”e(b(x)u) ® (f est représenté
p

par le 1-cocycle o (fz,* 2 p(z) ) ® ¢h.) On a

exp® (/Z* dz)z' p® C]Z?,) € t_ZDdR(V) ® (g

14.3.2. Les éléments z1y () et z(m). — Soit f € MY ;Ll(FO(N)yX) primitive, et

soit 7 = g j41 (cf. §[7.1).

Si j = 0, on a mg(m) = py=. Dans ce cas, on a le résultat fondamental suivant
de Kato, ot I'on a posé m(fr) := m(r) et 1]z £= i . (cf. § en particulier

n°s et [7.2.9] ainsi que n°[2.2.2| pour A et exp*).
Théoréeme 14.9. — (Kato [42] th.12.5]) Il existe un unique
21w (f7) € m(fr)" @ H' (Ga.s, A ® py2)
qui vérifie
exp™ ( ” o) (tx) T2 (2 (£7),7)) = (2im)* " QT (V) L(fr ® ¢,7)) tgr. ;.
sil<r<k+1,si¢c LC(Z;,Q(MPN))Z; vérifie p(—x) = £(—1)F""1p(x) et si
v=7"+7" €mfr), avec vE = QE(V)igg o tdn -

Remarque 14.10. — Le membre de gauche vit dans le monde p-adique; celui de
droite dans le monde archimédien, mais en fait (2im)*~"T1QX (7)L(f. @ ¢,7) € Q(7).

Dans le cas j général, on a
mp(m)* =mp(fx)*® G’ et H'Y(Gqs A@ma(r) = H (Gqs. A® prs) @ G,
d’olt un isomorphisme naturel

m(fx)* Gaim H(Gq.s.A® prs) = mp(m)* © H' (G s, A © me(r)).



138 PIERRE COLMEZ & SHANWEN WANG

On note
(14.11) Z1w(7) € mp(7)* @ H(Gq.5, A ® me (7))
z(m) € mp(m)* ® H'(Gq,s,me ()
les images de z1y (f) par cet isomorphisme et par A @ mg(7) — me ().

Proposition 14.12. — Sil—j<r <k+1—j, si ¢ € LC(Z%,Q(p,~))% vérifie
d(—x) = £(=1)" é(x), et siy € m(r), alors

exp™ ( . (@) (tx) (2w (1), 7)) = ((2im)" QT (NL(fr @ 6,k +2 = — 1)) ifp

= (2im) 'O (LW © 6,1 = 7)) idp

Démonstration. — L’équivalence des deux égalités résulte de la relation
L(fr®¢,k+2~j—r) =Ll ©¢,1-r).
Par définition, on a
| o@) @) an(m), ) =t7( [ d@)e™ e (7)1 9 G7) @ G
D’aprés le th. (utilisé pour k + 2 — j — r au lieu de r), 'image du membre de

droite par exp* est

1 . . +(—1)7 s . .
tTt " ](2l7r)T+J IQﬂ.é)l IZA (7 & CB])L(fTF ® ¢a k + 2 — J— T) & CIJBLXR’fﬂJ
et on conclut en utilisant les relations (lemme pour la derniére)
G = rtdig, = e D), (1967 = 2im) T (),

TR |

Remarque 14.13. — D’aprés Kato [42], la restriction induit une injection:
IOCp : m(7r)* XQ(n) Hl(GQﬁ, A® mét(ﬂ')) — m(ﬂ')* AQ(n) HI(GQP7 A® mét(ﬂ')).

Maintenant, il y a deux possibilités pour la restriction mg; (), de mei(7) & Gq, (aprés
extension éventuelle & une extension quadratique de L) : elle est soit irréductible, soit
on a une suite exacte (qui peut étre scindée mais, conjecturalement, cela n’arrive
que dans le cas de multiplication complexe) 0 — L(d1) — me(m), — L(d2) — 0 on
01,02 : Q) — O sont des caracteres localement algébriques de poids respectifs j + 1
et j — k.

31. Voir le th.[15.18| ci-aprés pour les résultats de Kato, l'injectivité ci-dessous s’en déduit comme

dans la prop. @
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e Dans le premier cas, les conditions de la prop.[14.12| sur les exp* déterminent
complétement l'image de zpy () dans m(m)* @qry H' (Gq,, A ® mei (7)) (cest déja
le cas, d’aprés [3], si on fixe r); cela prouve directement 1'unicité de zyy ().

e Dans le second cas, les conditions sur les exp* ne déterminent I'image de
21w () dans m(m)* @qr H'(Gq,, A ® me(m)), qu'a addition prés d'un élément de
m(m)* @qer) H(Gq,,A @ L(61)) et, pour prouver I'unicité de zpy (7), il faut utiliser
le fait que L ®p, H'(Gq, A @ met(m)) est, toujours d’apres Kato, de rang 1 sur A[%]
(et alors, comme ci-dessus, fixer r garantit déja 'unicité).

14.8.8. L’élément 2(p o0\ (). — Soit F;lg =mp @ Wy ;s c’est une représentation loca-
lement algébrique de G(Q,) que on encadre par la recette du n°(7.2.4] Soit

trp () ® 0L @ Iy (m, ()™ — Hy(G(Q), €(G(A), Qp(m)))

la composée de la fleche naturelle ¢ : m(7) ®q(r) T8 — HL(G(Q), €(G(A), Q,(7)))
et de I'isomorphisme

L4R * Tglg S, (mE(m)™E, v (tar.# ® Car)
On dit que 7 est II,-compatible si ir , s'étend a m(m) ® Wl I, (m%, (7).

Remarque 14.14. — (i) Si m¥ (m) vérifie la conjecture de compatibilité local-global
d’Emerton, alors 7 est IL,-compatible.

(ii) Si mgt(w)m% est absolument irréductible, alors 7 est IL,-compatible d’apreés
la prop.[12.5

(iii) Si mf, () est résiduellement générique, alors m est II,-compatible d’aprés le
(i) du th.[[3.11}

(iv) L’extension de ¢r , n’est pas forcément unique :

e Si la restriction de mei(m) & Gq, n'est pas somme de deux caractéres, on a
End(mgt (7)) = L car meg(m) a deux poids distincts et donc ne peut pas étre une ex-
tension d’un caractére par lui-méme. L’extension de tr ;, est alors unique (cf. rem.[2.6)).

o Si cette restriction est somme de deux caracteres, II,(m}, (7)) est somme de deux
séries principales et les vecteurs localement algébriques sont inclus dans 1'une des
séries principales, d’oll une indétermination au niveau de l’autre série principale.

On suppose que 7 est I1,,-compatible. Comme (0, 00) est fixe par (10’ (1));; sur I'image

de trp, d’aprés le cor. [T4.4, il lui correspond, d’aprés la prop. 2.2
2(0,00) (1) € M(1)* @q(m) H'(Gq,, A ® (mey(m) @ (p)),
ainsi que, par torsion,

2(0,00) ® (5" € M(7)* @q(r) H' (Gq,, A ® (met(7))).
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Proposition 14.15. — Sil—j<r<k+4+1-—j, si¢, € LC(Z;,Q(;LPOO))Z; vérifie
or(—x) = £(=1)" ¢, (), et siy € m(n), alors

exp* (/z* br () (tr)" 2(0,00) (T) ® G'e )

= ((2im)" 7 QE) L @ ¢, 1= 7)) 1dp 1
Démonstration. — On a

exp” (/Z* ¢ (2)(t2)" 2(0,00) (7) ® (' @ )

= exp” ( (br(m)(tm)rfl Z(Opo)(ﬂ) ® ’yi) ® Cd_é
Z*
Par ailleurs, d’apres la prop. 2.10}

xp ([ 0l,t0) 21000 (%) @ 7%) = ((0,00).7% © (0 @ 6) (- © G

pour tout ¢ € W;lg, a support dans Zy (vu comme polynome en X a coefficients dans

LC(Z}) : on pose ¢(x,tx) = 3, ¢i(z)(tx)', si ¢ = Y, $;X*). Or, d’apres le cor.
on a (le (*22#)%”1 apparaissant dans ce corollaire est compensé par le (—2i7)*¥+1=J

entrant dans la définition de LQ‘R’W) :
(14.16) ((0,00),7% @ (vl ® 6)) = QT (NLEE @ 6%,0),

ot ¢*(z,tz) = +(¢(z,tx) £ ¢(—=x, —tz)). On peut appliquer ce qui précéde a ¢ =
X1 pour laquelle la condition mise sur ¢, fait que ¢ = ¢=, et on obtient

(1417)  exp* ( / 9 (@) (t2) ™ 50,00y (1) ©7)

= (2im)" ' QE (YL @ ¢, 1 = 1) 135 ® Care
Ceci permet de conclure. O
14.8.4. Comparaison entre zry(m) et (0,00). — Posons (cf. (14.11))
21 (Mt (7)) = 2(0,00) (1) @ (51 € mar(m)* @ H' (Gq,, A @ me())
Ziw (Mt (1)) := 21 (1) € me(m)* @ H' (Gq,s, A @ mey(r))
2(me(7)) = z(m) € ma(7)* ® H' (Gq,s,me (1))
Théoréme 14.18. — On a lidentité suivante dans m(m)* @ H'(Gq,, A ® me (7))
modulo m(m)* @ H° (GQ, (s ) Met(T)) -
Ziw (Mt (1)) p = locp (21w (Mt (7))

32. Ce module est de rang < 2 sur Qp () et est nul sauf dans le cas ou 7 est de poids (2, j) et mp
est la steinberg (a torsion prés par un caractére de Qj trivial sur p).
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En particulier, 29,0 (T) ® Cgl est dans ’image de locy,.

Démonstration. — Si la restriction me(m), de mei(m) & Gq, est irréductible, cela
résulte directement (cf. rem. de la comparaison de la formule de la prop.
avec celle de la prop. et H(GQ,(u, o) Met(m)) = 0.

Si met (), n’est pas irréductible, il faut procéder par « prolongement analytique »,
voir la rem. [4.19 ci-dessous. O

Remarque 14.19. — Dans le cas ou mg; (), n’est pas irréductible, on a une suite
exacte 0 — L(01) — mey(m), — L(d2) — 0, avec 01 et d2 de poids j+ 1 et j—k
respectivement. La suite

0— H'(Gq,,A® L(61)) = H'(Gq,. A ® m(r),) = H'(Gq,, A ® L(5))
est exacte et
Ziw (Met () )p — locy (Z1w (Met ())) € mge(m)* @ Hl(GQp, A® L(61)).

De plus, s'il existe z € mg(7)* @ H (Gq.s, A @ mey(m)) et a € A, non diviseur de 0,

tels que a zyy (me (1)), = loc,(2), alors z = a zyy (Mme (7)) puisqu’on est en rang 1, et

donc o -+ (zrw (met (1)) — locy (21w (me (7)) = 0, ce qui implique le th.[14.18 pour .
Nous produirons un tel couple (z, «) par prolongement analytique (prop. [15.30]).

14.4. Equation fonctionnelle de 1’élément de Kato

Le th.[14.23] ci-dessous est une extension de [47), th.4.7] (on se débarrasse de la
condition selon laquelle la restriction de my;(m) & Gq, est irréductible). Signalons
Pexistence d’un analogue local de cette équation fonctionnelle [57].

14.4.1. Facteurs e. — On note N le conducteur de m et N = [[, " sa factorisation

en un produit de nombres premiers.

Remarque 14.20. — (i) On a un isomorphisme 7 = 7 ® (w, odet) ™! de représenta-
tions de G(A]C’o[). Pour des raisons de rationnalité, I'isomorphisme de représentations
encadrées qui lui correspond est, a multiplication prés par un élément de Q(m)*,
¢ — G(wr)w:te. (que 'on notera ¢ — ¢ @ G(wyr)w,t).

(ii) De méme, ¢ — G(wmg)w;}qb induit un isomorphisme de 7, sur 7, (qui sont
tous les deux des sous-espaces de LC(Q}, Q(7) ® Q(tty)))-

Proposition 14.21. — (i) Pour tout ¢, il existe
e(m) € Q)™ Glwr) ™' € Q) ® Qprge-)
tel que
(6(7Tg)wﬂ-1[)71(((1) _Ol)e*vmz) = (1‘6[ ‘f)g*v;ﬂg, st M € (™Z7.
=w

De plus, e(mg) =1 si L4 N et e(mg)e(Fe) re(—1).
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(ii) Sie(m) =1, e(me), alors e(n) € Q(m)* - G(wy) ™! et
_1y\]ool - Jool
((F76) " *or) ® (e(mwa) ™ = (§ 9)7 *vs.
De plus, e(m)e(7t) = (—1)*.
Démonstration. — Par définition de v, 4, on a (A‘/}Cg)e * Upp = Wre(d)ry, si
(13.5), € To(M), C G(Zy), et la restriction de wre & Z7 est triviale si £ 1 N, et se
factorise a travers (Zg/M) si £ | N ; en particulier,
wre(det (5. 5),) = wre(@)wr,e(d)
Maintenant,
—1\—1 0 1/M a -1\ _ d —c
(o) =5 (d) )@ ) = (Cin )

On en déduit que

On a

Comme {¢ € 7, (¢ J‘fi[b)é*(b =wzo(d)g, si (3.5 )e € fO(M)g} est de dimension 1,
on en déduit Pexistence de ().

L’appartenance de e(mg) & Q(W)G(w;ﬁ) résulte, comme dans la preuve du
lemme de ce que v, et vz sont définies sur Q(w); le fait que e(my) = 1si £+ N
résulte de la normalisation de v, ¢ et vz, (on a imposé que ces fonctions vaillent 1
sur Zy).

Comme w;z ¢ = w;z,

(w7r o det)(0 —1 )e * ((w;é odet)™? (((IJ _01 )2 * vﬂ,g)) = ( _01 91 )é *Ur g = wr o(—1)vr e
D’aprés ce qui précéde, le membre de gauche MdG de l'identité ci-dessus vérifie aussi :
) (49 )e * Vit 0)

0
wﬁ/ ((1)181)@* odet)( )Z*Uﬁ7g)
(

((wr,
16 K) ](\)4]\04) * Urot

Il
o
S
)
E
?\

Ceci termine la preuve du (i).
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Le (ii) se déduit du (i) grace aux factorisations
((1)_01)}00[ ®€((1 0 )Z*’Uﬂ"e)’ wTr:@EwTr,f
et a la formule [, wre(—1) = wy L (—1) = (=1)* (qui résulte du lemme . O

14.4.2. Action de Uinvolution sur l’élément de Kato

Remarque 14.22. — (i) Si o.)(p ) est le caractére p-adique associé a w;, on a w&p )

(®£¢pwﬂ 2) ® W(P) k—2j

et w&,p(xp) T, Twr p(Xp).

(ii) Les représentations 7 et m ® w; ' de G(AI*l) sont isomorphes, et on peut
remplacer les sommes de Gauss intervenant dans les isomorphismes du n° (point
sur la torsion des vecteurs localement algébriques) par les facteurs ¢ :

78 = {(e(mwP) I X¥Fg, ¢ € n*8)
o8 = {(e(mp)w?)) T X, ¢ € mp'e}
I, (g, (7 )) {(e(mp)w®)) "¢, ¢ € Ty (m¥ (7))}
e (7) = meg(m) @ e(m)Cg "
On voit z1y(7m) ® (B et zny(7) ® (g comme des formes linéaires sur mgy(m) ®
I, (m% (7)) et mey(7) @ I, (m%, (7)) respectivement.
(iii) II résulte de la rem. que l'on a une identification naturelle
(e (%) & T (7)) = (e () @ Iy (mfy (1) © 22 )
l’isomorphisme (met (m) @ Ip(m (7)) = (me(7) © I, (m% (%)) qui en résulte est
noté ¢ - ¢ @ =L (wgf ;,) . Par dualité, cela fournit

5(7"19)
(me(7) ® y(mf, (7)™ = (mee(m) @ Ty (m (7)™

noté 1 - p @ ZIL (W)~

e(mp)
Théoréme 14.23. — Si m est I,-compatible, dans (ms(m) ® Hp(m;‘t(w)))*, on a
Uidentité suivante :
(951),* (M@ ) = —((¥9), * (&(f) @) @ L5~
ot M =[], "

Démonstration. — 1l s’agit de prouver que les deux membres prennent la méme valeur
sur tout YQ¢ € mey (1) QIL, (m}, (). D’apres le th.|1 onaz(m)®( = (0, oo)®v]p[
et z(7) @ (g = (0,00) ® v]p[ Le membre de gauche devient donc

_ Joo,p[
(1420) (251, % (0.50).7 @ v @ 6) = —((0.00),7 @ (5 §) ™ wol) & )

(Le membre de gauche est la définition, et I’égalité avec le membre de droite vient du

lemme ) Maintenant, il résulte de la prop. que
(228) " ol = @0 (A ), % vre) © ((m)me)
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L’invariance de (0,00) par multiplication par un caractére fait que l'on ne change
pas le membre de droite de (|14.24]) en multipliant par (wf(rp ))_1. En utilisant alors les

identités
IL,, cm) =555« =(I],,, wne)el)

cela permet de mettre le membre de droite de sous la forme
—<(0,oo),(7®(®z¢p((M0) *Uwé))®¢> E(ﬂ)( (If;))) >

On conclut en utilisant le fait (lemme [14.3) que (4 ?)]Oo[ * (0,00) = (0, 00). O

15. Interpolation des éléments de Kato

Dans ce chapitre, on associe (th.[15.25] rem.|15.29} th.[15.31) & la représentation
pr du n° un systéme d’Euler z3,(pr), pour (M, Np) = 1, se spécialisant en les
éléments de Kato du noaux points classiques (multipliés par des facteurs d’Euler
en les ¢ divisant ). On utilise la factorisation de la cohomologie complétée pour voir
(0, 00) comme une forme linéaire sur pr @7 IL,(pr). Cette forme est invariante par
(p (f)p, et donne naissance & un élément zg (pr), de p% @ H(Gq,, A&®pr) d’apreés
la prop. En appliquant ce qui précede a pr,, = Z,[(Z/M)*] ® pr, on obtient
(prop. un systéme d’éléments locaux.

Par construction, sz(p:p)p se spécialise (prop. en un multiple explicite de
Pélément ziy(pe)p du n°[14.3.4] qui est le localis¢ d'un élément global (th.[14.18).
Sous la condition p = 0, la suite exacte de Poitou-Tate et des techniques de théorie
d’Iwasawa permettent d’en déduire (th.[15.25) que zZ, (pr), est le localisé d'un élément
global zf’ﬁw(pT7 tEm) ; sans la condition p = 0, on obtient un élément global (rem.7
mais seulement aprés extension des scalaires & Fr(T'). On prouve au chap. que
I'extension des scalaires a Fr(T)) est en fait inutile (th.[17.10).

On suppose p # 2 dans ce qui suit.

Comme on veut pouvoir tordre par des caractéres de Zj et pas seulement par des
caractéres de 1+ pZ,, on va remplacer I’algébre de Hecke T' = T'(Np™)y, := T'(m) du

n°(13.1.1| par T := T(m)[(Z/p)*]. On a des identifications
T = T(wm)[(Z/p)*] H T(m®n),

ot 1 décrit les caractéres (Z/p)* — Z%, et T(m®n) est la localisée de T'(Np>)
en l'idéal maximal m ® 1 tel que Drmgy) = Prm) @ N (e Tr(prmen (o) =

33. En particulier, I’idéal m est non-eisenstein; comme on veut pouvoir utiliser la factorisation
d’Emerton au niveau entier (th.[13.11)), on suppose que m est générique (grace au th.|13.13] les
constructions qui suivent restent valables sans cette restriction si on veut bien se permettre d’in-

troduire des dénominateurs, mais il est difficile de controler les dénominateurs en question).
34. Voir le début du § pour le passage de p%. & pr.
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n(0)Tr(prm)(0e)), si £ Np). On dispose alors de
pr:Gq.s = GLa(T) (on a pr = Z,[(Z/p)*] ®z, pr(m))-
On pose alors
2 :=Spec(T) et 2U0OL) :={x e 2(0), v classique}.

On définit H![pr] comme le sous-G(Al*®l)-module de H}(G(Q),%(G(A), 0L)) en-
gendré par &, H} (Np™)mg,. Comme on a localisé en des idéaux non-eisenstein, il n’y
a pas de différence entre cohomologie complétée et cohomologie complétée & support
compact (mais on veut voir H}[pr] comme un sous-module de la cohomologie & sup-
port compact pour pouvoir l'accoupler avec (0,00), d’out la notation), et on obtient
la somme directe des twists de ancien H!'[pr] par les n ci-dessus. Le th. se
transpose verbatim en faisant la somme directe sur les 1 (si on voulait inclure p = 2,
il faudrait faire un peu plus attention).

15.1. Elimination d’une variable

15.1.1. La Zy-extension cyclotomique. — Soit Qo la Z,-extension cyclotomique
de Q : c’est le sous corps de Q(upoo) fixé par le sous-groupe de torsion de
Gal(Q(pp=)/Q). On note H et Hy les groupes de Galois sur Q de Q(py) et
Qoo (il serait plus normal de les noter I' et I'g mais I" est déja utilisé pour les groupes
de congruence...). Le caractére cyclotomique fournit des identifications :

H = Z;v Ga‘l(Q(ll’p)/Q) = ll'pfh
et la décomposition Zy = p,, 1 X (1 + pZ,) fournit une identification
t: Hy = 1+ pZ,,

et ¢ peut aussi étre vu comme un caractére privilégié de Hy.
Soient A et Ag les algébres de groupes complétées

Ao =Zy[[Hol] et A=7Z7,[[H]] = Ao @z, Zy[Gal(Q(p,)/Q)]-
Posons
W =SpecA, Wo=Spechy et WPV = Spec(Z,[Gal(Q(w,)/Q)]).

Alors, si L est une extension finie de Q,, #(0L) (resp. #,(0L)) est Pensemble des
caractéres continus de H (resp. Hy) & valeurs dans 05 et #/ P~V (0p) = w P~ (Z,)
est I'ensemble des caractéres 7 : Gal(Q(u,)/Q) — p,_1. On a W = #g x w1,

Si A = A, Ao, Z,[Gal(Q(p,)/Q)], alors A est naturellement un A[Gql-module
puisque H, Hy et Gal(Q(u,)/Q) sont des quotients de Gq. De plus, en tant que
Z,[GqJ-module, Z,[Gal(Q(u,)/Q)] = pew -1 Zp(n). 1l s’ensuit que, si V' est un
Gq,s-module, on a une décomposition

ARV = @UGW(P*UAO @ V(n),
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ce qui permet de ramener I’étude de A ® V' a celle des Ag ® V(1) ; intérét étant que
Ag est plus simple que A d’un point de vue algébrique : le groupe Hy est isomorphe
a Z,, et le choix d’un générateur -y fournit un isomorphisme I'y = Z,[[y — 1]].

15.1.2. Descente de T' a Ty. — Le caractére cyclotomique fournit une identification
G?Q‘f ¢ = Z%. Maintenant, on peut décomposer Z%, de maniére naturelle, sous la forme
A x (14 pZy,), ou A est le produit d'un groupe fini par un groupe profini d’ordre
premier a p (i.e. A est le produit de p,  C Z3 et des Z7, pour £ € S\ {p}). Il
s’ensuit que, si A est un quotient de T, un caractére continu n : Z% — A* peut
s’écrire, de maniére unique, sous la forme 77077;, ou 79 est d’ordre fini, trivial sur
1+ pZ,, et n, est trivial sur A (et & valeurs dans 1 4+ my4). On en déduit que toute
représentation p : Gq.s — GL2(A) peut se factoriser, de maniére unique, sous la
forme p = pp ®np, ol le caractére de Z% correspondant & det pg est trivial sur 1+ pZ,
et celui correspondant & 7, est trivial sur A. D’ot une factorisation :

T = Ao<§>sz0, (et donc T = A@szo)
qui, elle-méme, fournit une factorisation
pm = Mo®z,p1,, (et donc pr = ARz, pr,)
et, d’apres le n°[3.5] des factorisations
I (pr) = ABg, L(pr,) et IL(pr) = €(H, Z,)8g, 1L, (pr,)

I (pr) =A @z, We(pr,), sil#p.

15.1.3. Points classiques. — Posons 2y = Spec Tp. Si L est une extension finie de Q,,
et si x € Zp(0L), on note p, 'idéal premier de Ty qui lui correspond, et p, la
représentation (To/ps) @1, p1y- On dit que x est classique si p, est la tordue par un
caractére d’une représentation attachée a une forme modulaire primitive de poids > 2.

Remarque 15.1. — Par définition de Ty, la somme des poids de Hodge-Tate de p,
est 0. Il s’ensuit que x est classique si et seulement si les poids de Hodge-Tate de p,
sont de la forme 1=F= Ee=l avec k, > 2, et Pz @ 117F2)/2 est 1a représentation

2 2
associée & une forme modulaire f, de poids k.

On note 2! I'ensemble des points classiques et %0C1’+ le sous-ensemble des x €
23 tels que la restriction p, , de p, & Gq, est irréductible. Alors, si m est générique,
2 et %CI’JF sont zariski-denses dans Spec TO[%], grace aux théorémes « big R = big
T » (méthode de la fougere infinie).

35. v: Hy = 1+ Zj; est le caractére privilégié défini ci-dessus.
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15.2. Construction d’un systéme d’Euler local

On cherche a interpoler les éléments de Kato via (0,00). Comme, d’aprés le

th.[14.18] loc, (21w (met (7)) = 2Z(0,00) () ® (5 ', on est amené & tordre la cohomologie
complétée par (g pour faire disparaitre le (g5 1 ci-dessus.

On pose pr = p5(1). La factorisation du th.[13.11] fournit une identification :
pr @1 U(pr) = Helpr(-1)] @ Co.

A priori, le produit tensoriel devrait étre au-dessus de 1’algebre de Hecke T corres-
pondant & pp(—1), mais 7" =2 T car 2’ = SpecT” et Z = SpecT sont tous deux
isomorphes & 2y X #, et isomorphisme T" = T correspond & (p,n) — (p, 77651) de
2 dans 2.

On renvoie au § pour les notations ci-dessous (vr,e, V7., Xe.i, €tc.), avec fr au
lieu de pr. En particulier, les polynomes Py de la rem.[3:28] sont reliés aux facteurs
d’Euler de pr et pas ceux de prp.

15.2.1. L'élément de base z7,(pr,)p- — On prend pour S I'ensemble des nombres
premiers divisant Np.

e Les éléments z7, (pr)p et z°(pr)p— Soit

Ys = v ® ( ®ees\ip} VT0)-
Notons (0,00)7 s la forme bilinéaire
v® ¢ ((0,00), (1@ (5 ® s B 9)
sur pr @ II,(pr). On a donc
(0,00)1,5 € pp @ I3 (pr).

Maintenant, (8 ?)]Oo’p[ * g = g puisque U/T,e est fixe par (ZOZ le) Il résulte du
0

cor. que (0,00)7 s est invariante par (f)’ ?)p; elle définit donc, via la prop.
un élément

2y (pr)p € P @17 H' (Gq,, A ® pr).
On note
z%(pr)p € p7 @1 H'(Gq,, pr)
I'image de z{ (pr), via Papplication naturelle A ® pr — pr-.

o L’élément z7 (pr,)p— Par ailleurs,
pr @I, (pr) = € (2%, OL)®e, (p1, @1 M, (p1,))
Il s’ensuit que

py @1 Wy (pr) = A8z, (0, @1, 1y (pr,))-

36. Si A est une Op-algébre et si M est un A-module, on pose M°® = Homu (M, A) et M* =
Homeg, (M, 0r). S’il y a ambiguité sur A, on écrit MA* au lieu de M°.
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La multiplication par un caractére de Zj sur %(Z;,Zp)@)zp (pry @7 p(pm,)) C
H'(G(Q), % (G(A), OL)) est induite par celle sur €(Z%,Z,). On en déduit que linva-
riance de (0, 00) par torsion par un caractére (cf. rem.[14.2)) implique que

(0,00)7,s = 1@ plpr,), avec ulpr,) € pf, @1, I (Pr3.)-
Pour les mémes raisons que ci-dessus, p(pr,) est invariante par (8 ‘l))p; elle définit
donc, via la prop. 2:2] un élément
Zigw(pTo)P € p%o X, Hl(GQwA@prTO)'

15.2.2. Lien entre z5 (p1,)p, 2° (p1)p €t 25 (p1)p. — Comme nous allons le voir, les
éléments zg (p1,)p, 2° (pr)p €t 25 (pr), se déterminent mutuellement. Dans certaines
situations, il est plus agréable de travailler avec z7 (pr,), (cela permet d'utiliser des
techniques de théorie d’Iwasawa), et dans d’autres avec z°(pr),.

Les identifications A@szo =T et A<§A§>p°T0 = pT permettent de définir un certain
nombre de morphismes Gq s-équivariant.

o On note (A®z,pr)i" (res. (A®z, pr)**™) le Gq,s-module avec action A-linéaire
(resp. semi-linéaire) de Gq s, i.e. o([a]®v) = [a]@0o(v) (resp. o([a]®v) = [7a]®0c(v))
sia€Zyetvepr, ot d=¢e,(0) est 'image de o dans Zy.

o On note A : (A(/EézppT)semi — (A@prT)““ I’application Tp-linéaire définie par
A(la) @ ) ®@v) =[ab @ b ®@v, sia,be Zy et v € pr,.
o On définit M : pp — (A@zpp;r)“n et ™ pp — (A@zpp;r)semi par
M) =1®2, (e @v)=ld ®@[a] @0, siac Zy et v € pry.
o Enfin, on dispose de p'™ : (A@zppT)“n — pr et psemi (Aé\?zppT)semi — pr induites
par I'augmentation A — Z, envoyant [a] sur 1, si a € Zj.

Toutes ces applications sont Gq g-équivariantes, et on a :

phn o le — ld, pserm o (Semi — ld, A o semi — Lhn'

La Gq,s-équivariance de ces applications fournit des applications ayant les
mémes noms entre les H I(GQp’_)' La discussion ci-dessus montre que p €
p5 @1 HY(Gq,, (A®z,pr)™") est dans l'image de (/' si et seulement 1'élément
de p% @7 IL;(pr) qui lui correspond est invariant par torsion par un caractére. II
s’ensuit que :
S mi/, S

(15.2) z”(pr)p = ™" (21 (01)p)

s s

2zt (P10 )p = 27 (P7)p

ZISw(pT)p = Lsemi(zs(pT)p)

A(ziy (p1)p) = 1™ (20 (P1,)p)
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(La premiére égalité est une définition, les trois autres s’en déduisent en utilisant les
relations entre les applications ci-dessus et le fait que A(z7 (pr),) est dans I'image
de (' puisque (0,00)7,s est invariant par torsion par un caractére.)

15.2.3. Spécialisation en un point classique. — Sixz € Z'(0), on note
ZfW(pm)p € p: ®H1(GQP’A®pz)

I'image de z{ (pr),.
Comme 2 (0r) = Z0(0L) x #(0), on peut écrire x sous la forme z = (zg,n).
Alors p(ug.m) = Pz, @ et donc

Plsomy = Pao @07 et HY(GQ,, A® pag.) = H' (Gq, A® pay) @1,

1

On obtient donc une identification naturelle (les n et n~' se compensent) :

Plvomy @ H'(GQ,, A ® pagm) = ph, @ H' (Gq,, A ® pay).

L’invariance de (0, 00) par torsion par un caractére implique, modulo cette identifica-
tion, que

ZISW(p(IO,TI)>P = Zigw(p$o )P7 pour tout n.

Si z est classique, et donc p, = mg () pour une représentation cohomologique 7

de G(A!*°l), on a défini (cf. rem.[14.19)) des éléments
Ziw (Pa)p € Pz @ HI(GQPaA ® pz);  Ziw(pa) € Pz ® HI(GQ,S’A ® pa)-

Les éléments z7 (p,), et Ziw(pz)p sont tous les deux obtenus & partir de (0, 00). La

différence entre leurs constructions est le remplacement du nouveau vecteur v]f [ par

g, ce qui introduit un facteur d’Euler. Plus précisément, on a le résultat suivant,
dans lequel P, € 14+ X O [X] est le polynome de la rem.[3.28| pour 14 (5,).

Proposition 15.3. — Sixz c 27, alors

quw(pm)p = ( H PZ([Ué_l])) 'ZIW(PI)P'

LeS\{p}

Démonstration. — D’aprés la rem.[3.28| la spécialisation 1), s de g en x est

[T 25" 9)) » ol

LeS\{p}
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On a donc :
(#1 (p2)pv @ Bp) = ((0,00), (v gY@ ([T Pe((4"9),) xol) @ 6,)
LeS\{p}
= <( H Pf((é (1))5)) * (0, 00)7 LW((U ® C]gl) ® vlrp[ ® ¢p)>
LeS\{p}
=(( II P((%"9),)) % (0,00), tx((v @ G5 1) @ wlFl @ )
LeS\{p}
= <( H Pé([af_l])) 21w (P2 )p, U @ ¢P>
LeS\{p}
(Le remplacement de ( § (1)) , par ([61 (l))p vient de la troisiéme identité du cor. W;
celui de (£ (1));; par [0, '] vient de la prop.) O

Remarque 15.4. — On a construit un objet local z7, (pr), dont les spécialisations
en un ensemble zariski-dense sont des localisations de classes globales. On peut donc
espérer que zry (p7)p soit la localisation d’un objet global interpolant les classes pré-
cédentes. C’est ce que nous prouvons aux §§[15.6] et [I5.7]
15.2.4. Construction de la tour d’éléments. — Soit M premier a Np.

o Le module H}(Np>, M).— Soient :

T(Np>, M) = Ker(T(Np™) 2% (ZIPh* — (z/M)*)
H}(Np™, M) = H}(G(Q), % (G(A)/T(Np>, M), 61))
Si a € €((Z/M)*,0L), notons & € €(G(A), 0) la fonction définie par a(g) =
a(m(det g)), ott mps est la composée A* — A*/Q*R* = Z* — (Z/M)*. L’applica-
tion ¢ ® a +— ¢a induit un isomorphisme
¢(G(A)/T(Np™, M), 01) = € (G(A)[T(Np™), 01) ©z, € ((Z/M)", 01)

qui est G(Q)-équivariant si on fait agir G(Q) trivialement sur (Z/M)*. On en déduit
un isomorphisme

H;(Np™, M) = H;(Np>) @z, €((Z/M)*, O1).

Le membre de gauche est un sous-espace de H! (N Mp*) qui est stable par T (N Mp>)
agissant a travers

T(Np>, M) = T(Np>)[(Z/M)"] = T(Np>) @z, Zp[(Z/M)"],

et lisomorphisme ci-dessus commute a laction de T(Np>, M). Il commute
aussi & laction de Gqunp agissant sur € ((Z/M)*,0r) via lidentification
Gal(Q(pp,)/Q) = (Z/M)* fournie par le caractére cyclotomique.
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o L’algebre Thy et les objets associés— Soit Sy la réunion de S et des premiers
divisant M. Posons

T = T(Z/M)] et pry, = Tor 01 pr = Zol(Z/M)] 07, pr.,

Tom =Tol(Z/M)*] et pry o = Tom @1, 1y = Zp[(Z/M)*] @2, p135-
Alors pr,, est muni d’une action naturelle de Gq par la recette du n° (via l'identi-
fication Gal(Q(pp)/Q) = (Z/M)*), et cette action se factorise & travers Gq_g,,. No-
tons Hl[pr,]s,, le sous-G(Qg,,)-module de H!(G(Q), ¢ (G(A), 1)) engendré par

(®y HX(Np™)man) ®z, €((Z/M)*,0L). La factorisation de H}[pr]s,, induit une
factorisation

Hg [pTM(_]‘)]SM ®(p = PTa @ HSM (ﬁTl\l)’ avec HSM (ﬁTl\l) = ®ZGSMH£(/3TM)’

ou les produits tensoriels sont au-dessus de Ty, et II;(pr,,) est obtenue a partir de
I, (pr) par la recette du n°[3.5: en particulier,

20 (5r,,) = Z,[(Z/M)*) @ THEL (5r).

M M

o L’élément ¢s rr.— Rappelons que Il (pr) C LC(Q}, Zy [ty ] @ T)°»=1 i € £ p,
qu’il contient les fonctions a support compact dans Qj, et que v%’z =1z, 5in>1,
on pose

W) = Liyenz, € Zp[pen] @ e(pr)

et, si (M,pN) = 1 admet pour factorisation M = H@lM e,

hsm = Z[G]M ® ((e, ?)]w’p[ * (Vs - (@ U(Tng)))) € Zylpy] ® Hg)L(ﬁT),

ol a décrit un systéme de représentants de (Z/M)* dans Q, et [a]p est Uimage de
a par (Z/M)* — Z,[(Z/M)*]. (Le résultat ne dépend pas du choix du systéme de
représentants.)

Lemme 15.5. — (i) Ys.m € H]gﬂ[/[ (Pry)-
(i) (59)™ " wwps.ar = vis .

Démonstration. — Pour prouver le (i), il s’agit de vérifier que o,(¥sm(x)) =
s m(pzx). Or, tout est invariant par o, (car a valeurs dans Z,) sauf [a]ys pour lequel

on a op(lalar) = [palar (formule (3.29))). Par ailleurs,

(5" ) xs = s, (4" )" x o) @) = o) (a7 2) = o7y (pa)~"pe).
Le résultat est donc une conséquence de ce que les pa forment aussi un systéme de
représentants de (Z/M)*.

Le (ii) résulte des relations (formule (3.29) pour la premiére)

(B slals =l har, - (59)71(e5 )" = (o7 )7 O
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o L’élément zme(pTO)p.— Le (ii) du lemme permet, comme précédemment, de
définir
2w n (P7)p € PT,, @1 H' (GQ,, Apry,) = pf @1 H' (Gq,, A[(Z/M)*|&pr)
231 (p1)p € P @1 H' (Ga,, Z,((Z/M)*] @ pr)
25,11 (P10)p € P, ©10 H' (Ga,, A[(Z/M)*|®p1,)
a partir de la forme bilinéaire v ® ¢ + ((0,00), (v ® (5') ® Vs @ ¢). Pour M =1,

on retombe sur les éléments zg (pr),, 2°(p1)p, 20, (p1y)p du 1°[15.2.3] Ces éléments
vérifient les relations (15.2]) ; en particulier :

(15.6) 2w (010)p = 230 (0T 2 a1 (P1)p = (25 (7))

15.2.5. Relations de systémes d’Euler. — Si M | M’, la projection naturelle
A[(Z/M")*] — A[(Z/M)*] induit une application :

coryy : H'(Gq,, Zy[(Z/M")*] ®z, pr) = H'(Gq,, Z,[(Z/M)*] @z, pr).
Si £1pN, on dispose de x¢,i: Qp = T, pour i = 1,2, cf. n°?7. On définit :
Xeivt QE = Tips xeim (@) = Xe,i () [2] v,
oll [z]as est obtenu via la projection Qf — A* — A*/Q*R* = Z* — (Z/M)*.
Proposition 15.7. — (Relations de systémes d’Euler)
(i) Si {pNM, alors
corirezise(pr)p = Pear([o71)) - 23 (pr)ps
ot l’'on a posé
Poar(X) =1 = (xea,m(0) + xe2.m (0))X + (xea,m () xe2,0(£) X2
(ii) Si €| M, alors
COY%ﬂ?M(PT)p = Zfl(pT)P'

Démonstration. — La projection naturelle (Z/M’)* — (Z/M)* induit déja une ap-
plication
COI‘%/ : H]é)L, (pTM/) — Hg‘)L (pTIM)?

et la formule (3.27)) se traduit, si £ { pNM, par la relation :

corf b ve = Poar(( ?)e) * Y5, M

(On utilise un systéme de représentants de (Z/MY{)* adapté a lisomorphisme
* N * * 3 a 1 —_—
(Z/MO)* = (Z/0)* x (Z/M)* et la relation 3,z voa ez, (§9)050 = V)

37. Rappelons que ce sont les caractéres associés & pr et pas pr.
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On en déduit le (i) en reprenant les calculs de la preuve de la prop.[15.3] Le (ii) se
prouve en utilisant la relation cor%éwg, Me = Vs, M, qui repose sur I'identité

1 .
S GO =) sez O
a€l+4m"Zy, mod 14+47+1Z,

Remarque 15.8. — On déduit de (15.6) des relations analogues entre les zf, 5/ (o1, )p
et entre les zISW)M(pT)p.

15.3. Modules d’Iwasawa locaux

Soit A une Z,-algébre locale compléte (comme &, ouTp) et V une A-représentation
de Gq,s (comme p,; ou pr,). On va s'intéresser & la structure des modules
H'Y(Gq,,ABV), pour £ € S.

15.8.1. Le cas ¢ # p. — Dans le cas £ # p, on a le résultat suivant (I; est le sous-
groupe d’inertie de Gq,) :

Lemme 15.9. — (i) H'(I;, AQV)7*=' =0
(Aii) HY(Gq,, ABV) = (A&V)/(o, — 1). En particulier, H(Gq,, A®V) est un
(A®A)-module de torsion.

Démonstration. — Comme I, agit trivialement sur A, on a (A®V)¢ = ARV et
H'(I;,A®V) = A®H'(I;, V). La suite d’inflation-restriction fournit donc une suite
exacte

0— HY(02, ABV) = H (Gq,, ABV) — H' (I, ABV)"*=",

et le (ii) est une conséquence du (i).

Pour prouver le (i), posons M = H'(I,,V), et notons M" le dual de Pontryagin
de M. Alors H'(I;, A®V)?¢=" est le dual de Pontryagin de C(Zy,M")/(o¢ —1). Ce
dernier module est nul car il est aussi égal & H'(Ty,¢(Zy, M")), ot Ty est Pimage

de 0% dans ZY, et €(Z%, M) est la somme directe d'un nombre fini de copies de

I'induite de {1} 4 Ty de M".
Ceci permet de conclure. O

15.3.2. Le cas £ = p. — Dans le cas £ = p, on utilise la théorie des (¢, I")-modules.
D’aprés [10} 20], on a un isomorphisme naturel

H'(Gq,,ABV) = D(V)¥=!
Si on note €' (V) le module (¢ — 1) - D(V)¥=!, on a une suite exacte
(15.10) 0— D(V)*=t - D(V)¥=! 5 (V) — 0.

Théoréeme 15.11. — Le foncteur V — € (V) est exact.
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Démonstration. — 1l résulte de [12] prop. VI.1.2| que 'on a un isomorphisme

€ (V) = Homy (€ (VY (1)), A[2]/A).

1

P
Par ailleurs, si 0 - V3 — V — Vo — 0 est une suite exacte de représentations de
Gq,, on a des suites exactes

0— D(V1)¥=! = D(V)¥=' = D(V)¥=,
0 — D(Vy'(1))¥=! = D(VY(1))*=" — D(1,(1))" =,
dont on déduit des suites exactes
0—=FV) = CV)—=EV2), 0—F(Vy (1) —F(VY (1)) —=F(V,(1)).

Maintenant, D(V;) et D(V,'(1)) sont orthogonaux; il en est donc de méme de % (V;)
et €(Vy') (cf. 1a formule définissant I’accouplement ( , )1y, [12], prop. VI1.1.2]). Comme
€ (V) et €(VV(1)) sont en dualité, on en déduit que (V) se surjecte sur le dual de
€(Vy' (1)), c’est-a-dire sur €'(V4), ce que 'on voulait prouver. O

Proposition 15.12. — Si A est une Z,-algébre locale et compléte de corps résiduel
fini, et si'V est une A-représentation de Gq, de rang d, on a une suite exacte

0= H(Gq,(u,~) V) = H'(Gq,,ABV) = €(V) =0,

et €(V) est un A@A-module libre de rang d tandis que HO(GQP(HPOC),V) est un
A®A-module de torsion.

Démonstration. — La suite exacte est une traduction de la suite . Que
HY(Gq, () t
libre. Posons B = A®A. Soit m l'idéal maximal de A; par hypothése, A/m est un
corps fini Fy. Soit V = (A/m) ®4 V, de telle sorte que V est une représentation de
Gq,, de rang d sur F et donc €' (V) est libre de rang d sur F, @z, A. Relevons une
base de € (V) sur Fy ®z, A en une famille d’éléments de ey, ...,eq de € (V) (cest

possible puisque le foncteur % est exact). Si k > 1, on a une suite exacte

0— (m"/m ) ep, V= (A4/m ) e,V — (A4/mF) @4 V — 0.

V') soit de torsion est immédiat. Il reste donc a prouver que € (V) est

On en déduit (par exactitude de %) que la seconde ligne du diagramme commutatif
suivant est exacte

B

09m7k @...@L’c >~ B e -8B ¢, >Beap...pBe, >0
mkFI €1 mkF16d mkFT €1 mk+1 Ed mk €1 mk €d

V l V

00— 2 op, €(V) C(Ar @4 V) (L @4 V) —0

ce qui permet de prouver, par récurrence sur k, que ej,...,eq est une base de
E((A/m*) ®4 V) sur B/m* (I'isomorphisme vertical de gauche correspond au cas
k =1, et celui de droite est ’hypothése de récurrence). Un passage a la limite permet
de conclure. O
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Corollaire 15.13. — H'(Gq,,A®pr,) est un T-module libre de rang 2.

Démonstration. — Cela résulte de ce que HO(GQP(HPW), or,) = 0. O

15.4. Théorie d’Iwasawa globale

Le contenu de ce § peut, essentiellement, se trouver dans [55] §1.3].

15.4.1. Suites exactes de Poitou-Tate et de localisation. — On fixe un générateur
topologique v de Hy = 1+ pZ,, et, sin > 1, on pose 7y, = P

Soit V' un Z,-module compact muni d’une action continue de Gq,s. Si i € N, on
pose

Hi, s(V) = H'(Gq.s, Mo®V),

Xfw,S(v) - Hi(GQ,Sa %(H@, Vv(l)))v - Hi(Gro,Sa Vv(l))va
ou M — MY est la dualité de Pontryagin. Ona Hf,, (V) = 0sii# 1,2et X7, 4(V) =
0 sii #0,1,2. Par ailleurs, on dispose de la suite exacte de Poitou—Tate

0— XIQW,S(V) - Hllw,S(V) - @zes Hl(GQm AO®V) — Xllw,S(V)

HIQW,S(V) - @ZGS HQ(GQ@’ AO@V) - XIOW,S(V) — 0.

Remarque 15.14. — H{ (V) et Ker[HZ (V) — @wesH?(Gq,,Ao®V)] ne
changent pas si on augmente S. En effet, si M = Ag®V, on a une suite exacte longue
de localisation (les H° sont nuls)

O e Hl(GQ7S,M) —_— Hl(GQ7S/,M) — ®€ES/\S Hl(I[7M)GF[

HQ(GCLS?M) - HQ(GQ,S'7 M) - @ZES’\S HQ(GQW M) —0
et H'(I;, M)“Fe =0 ((i) du lemme [15.9).
15.4.2. Le cas d’une représentation sur un corps fini. — On pose

Ao =F,@r, (Ao/p) = Fylly —1]].

Supposons maintenant que V est de dimension finie d sur F,. Les H*(Gq,, Ao ® V)
sont des Ag-modules de torsion, ainsi que les H'(Gq,, Ag®V), pour £ # p; par contre,
HY(Gq,,Ao ® V) est un Ag-module de rang d.

Soit Frobs, € Gq la conjugaison complexe. Posons d* = dimp, Y Frobeo=1 ot
d- = diqu YFrobos=—1 T g arguments habituels de caractéristique d’Euler-Poincaré
fournissent les relations (comme S est fixé, on le supprime des Xj,, g, etc.) :

(1515) rgKOHllw(V)_rgKOHIQW(V) = d_d+ = d_7 rgXOX%w(V)_rgKOXIQW(V) = d+

38. Elle ne comporte que 7 termes au lieu de 9 car les HO(GQZ,AO@)V) sont nuls.
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Lemme 15.16. — Si'V est absolument irréductible, H], (V) est un Ag-module libre.
Démonstration. — On a des suites exactes et isomorphismes
0= H,(V)/(y=1) = H'(V) » H{,(V)[y = 1] = 0, H{,(V)/(y —1) = H*(V).

Posons k = rgKOHIQW(V), et donc HZ (V) = KIS@Z, olt Z est un Ag-module de torsion.
Alors

dimg, Hp, (V)[y—1] = dimp, Z[y—1] = dimp, Z/(y—1) = —k-+dimg, HE, (V)/(v-1).
Comme H°(V) = 0 par hypothése, la formule d’Euler-Poincaré

dimp, H' (V) — dimg, H°(V) — dimp, H*(V) = dimp, V — dimp, V" >=t = 4~
implique que dimg, H{,,(V)/(y —1) =k +d~, et comme rgXOHllw(V) =k+d, cela

implique que H}, (V) est libre, ce que 'on voulait prouver. O
Lemme 15.17. — Si V est absolument irréductible, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) HZ, (V) est un Ag-module de torsion.
(ii) HL, (V) est un Ag-module libre de rang d~.
(iii) X7, (VV(1)) est un Ag-module de rang d* (pas nécessairement libre).
(iv) X2, (VV(1)) est un Ag-module de torsion.
(v) X{, (VV(1)) =0.
Démonstration. — Le lemme permet de prouver que (iv)<(v) puisque
X2 (VV(1)) s’injecte dans un module libre.
Les relations montrent que (1)< (ii) et (pour p¥ (1)) que (iii)<(iv).
Pour conclure, il suffit donc de prouver que (i) équivaut a ce que X7, (VY (1)) soit
de Ag-torsion. Or la suite exacte

0— G(Ho/HE V) = €(Ho, V) "5 € (Ho, V) =0
fournit, par passage a la cohomologie de Gq,s et au F;-dual, la suite exacte
0= XE,(VY(1)/ (v = 1) = HXGa,s, € (Ho/HY V)Y = X, (VY (1))~ 0.
Comme %(HO/H(’)’H,V) = Zp[Ho/Hg”] ® V, en tant que Gq s-module, et comme
HE (V)/(vn — 1) 2 H*(Gq,s,Zp[Ho/HY ] ® V) puisque H3(Gq,s,—) =0, on a
dimp, H*(Gq,s, % (Ho/HY V)" = dimg, H2,(V)/(yn — 1).

Par ailleurs, X1 (VV(1))"»=! se stabilise puisque X7, (V¥ (1)) est de type fini sur Ay.
Comme un Ag-module M est de torsion si et seulement si dimp, M/(v, — 1) est
majorée indépendamment de n, on voit que les conditions suivantes sont équivalentes :

e X2 (VV(1)) est de Ao-torsion,

o dimp, (X7, (VY (1))/(7n — 1)) est majorée,

o dimg, (H%(Gq.s, € (Ho/HE" ,V))V) est majorée
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e dimp, HZ (V) /(7 — 1) est majorée,
e HZ (V) est de Ap-torsion.
Ceci permet de conclure. O

15.5. Théorie d’Iwasawa de prp,

15.5.1. La condition pn = 0. — On va appliquer ce qui précéde & V = pr, et ses
quotients. Nous aurons besoin de maniére intensive du résultat fondamental suivant
de Kato [42] th.12.4] (Perrin-Riou [55] prop.1.3.2] a prouvé que les quatre proprié-
tés sont essentiellement équivalentes et conjecturé — sous le nom de « conjecture de
Leopoldt faible » — qu’elles sont satisfaites) :

Théoréeme 15.18. — (Kato) Si x est classique, alors :

b XIQW(px) =0,

o H} (pz) est un Ag-module sans torsion, libre de rang 1 si on inverse p (et méme
sans inverser p si p # 2), et si p,, est irréductible.

e HZ (p.) est un Ag-module de torsion,

o X[ (ps) est de rang 1 sur Ao (mais peut avoir de la torsion).

Lemme 15.19. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe x classique tel que Uinvariant p du Ag-module de torsion HE (p.) soit

nul.
(ii) H?

2 (Pm) est un Ag-module de torsion.

Démonstration. — Cela résulte de la nullité de Hp,

H2 (pz)/ws: = HZ (Py), Ol w, est une uniformisante de Ty /p,. (Comme HZ (p,) est

Iw

de torsion sur Ag, la nullité de son invariant p équivaut a ce que HZ, (p.)/w, soit de

(pz) qui fournit un isomorphisme

torsion sur Ag). O

2,(P) est un

Ag-module de torsion (et donc p,, vérifie les conditions équivalentes du lemme |15.17)).

On dit que pr, vérifie p = 0 si p,, est absolument irréductible et si H

15.5.2. La localisation en p

Proposition 15.20. — L’application de localisation
IOCP : Hllw(pTo) — Hl(GQ;ﬂAO@pTo)
est injective.

Démonstration. — Soit z dans le noyau M de cette application. Si z € X = 2,
soit z, limage de z dans Hi, (ps). Alors locy(z,) = 0, et z, appartient au noyau
M, de loc,. Or H}, (ps) est un Ag-module sans torsion (th. [15.18) et donc M, est
aussi sans Ag-torsion. Comme X7 (p,) = 0 (th.[15.18)), la suite exacte de Poitou-Tate
fournit une injection de M, dans @ges\{p}Hl(GQ[, A0<§>pTO) qui est un Ap-module de
torsion. On en déduit que M, = 0 et donc z; = 0. Comme pr, s’injecte dans HzGX Pz

puisque T s’injecte dans [], .y b, par zariski-densité de X, et comme les H?  sont
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nuls, il s’ensuit que M s’injecte dans [,y M., et donc M = 0, ce que 'on voulait
démontrer. O

Corollaire 15.21. — X} (pr,) = 0.

Démonstration. — Cela résulte de la suite exacte de Poitou-Tate. O

15.6. Globalisation : le cas p =10

On suppose dans ce paragraphe que 1'on est dans le cas p = 0, et donc p,, vérifie
les conditions équivalentes du lemme

Lemme 15.22. — SiV = pp,, [Luex Pe ou ([1uex pe)/pro, alors X2 (V) =0.

Démonstration. — Dans tous les cas, V est un Z,-module compact (le dernier comme
quotient de modules compacts) et donc V'V est discret et tous ses composants de
Jordan-Holder sont isomorphes & p,,. Comme on est dans le cas u = 0, on a X2 (p,) =

0, ce qui permet de conclure. O
Lemme 15.23. — Sic, € Hl(GQP,A0®pTo), les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) Il existe c € HL, (pr,), unique, tel que c, soit l'image de ¢ par application de
localisation.

(ii) Il emiste 2~ zariski-dense dans la fibre générique de Zy, tel que l’image
Cpx de ¢, dans H'(Gq,, Mo ® py) soit dans limage de la localisation Hi (py) —
HY(Gq,, Mo ® pg), pour tout z € Z'.

Démonstration. — Il n’y a que (ii)=-(i) & prouver. L’unicité de ¢ est une conséquence
de la prop.[15.20); prouvons l'existence. Soit Z le conoyau de pr, — [[,c 4 pz- On a
un diagramme commutatif & lignes et colonnes exactes

0 0

} |

00— Hllw(pTo) - @EESHl(GQwA()@pTO) - Xllw(pTo)

) ’

0— HIIW(H;C pf) - GBZGSHI(GQE’ AO(/X\)HQf pZE) e Xllw(Hx pm)

} |

0 —— H{,(Z) —— @resH' (Gq,, Mo®Z) —— X{,(Z)

Les 0 & gauche proviennent de la nullité des X2, des termes considérés (cf. lemme ;
ceux du haut proviennent de la nullité des HY, .

L’hypothése implique que, pour tout x € 27, il existe (crz)ees\ip}, tel que
> ves Coe = 0 dans X{, (p,). Maintenant, Z est un A-module compact qui admet
une filtration par des sous-A-modules compacts Z,, tels que Z,,/Z,4+1 = Py, pour
tout n, et Z = @n(Z/Zn) L'image de ((coz)ees)s dans @pesH' (Gq,, Ao®Z)
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a pour image 0 dans X} (Z) et, par construction, tombe dans le sous-groupe
Gres\py H 1(GQZ,AO(§>Z). La premiére propriété implique que cette image pro-
vient d’un élément y de H{, (Z). Pour conclure, il suffit de prouver que y = 0
et, pour cela il suffit de prouver que l'image y, de y dans H}, (Z/Z,) est nulle
pour tout n, ce qui se fait par récurrence sur n en utilisant la suite exacte
0 = pm — Z/Zpy1 — Z/Z, — 0 : 'hypothése de récurrence implique que
Yn+1 appartient au sous-groupe Hi (A ® py) de HL (Z/Zp41) (les HY, sont nuls),
qui est libre sur A, et son image par linjection Hy, (py) — @resH (Gq,, Ao @ py)
tombe dans le sous-groupe @ges\{p}Hl(GQe,Ko ® Pm) qui est de Ag-torsion. O

Ce qui précéde s’applique aux éléments z5 (pr, ), et sz, 1 (p1y)p- Pour mettre le
résultat sous une forme plus standard, notons que le lemme de Shapiro fournit un
isomorphisme

(1524) HI(GQﬁM ) A(/X\)pTO,M) = Hl(GQ(CM)ysM ) A®pTo)'

Théoréme 15.25. — (i) Si pr, ® n vérifie p = 0 pour tout caractére n de
Gal(Q(u,)/Q), alors il existe

23, (p1,) € Py, ©1, H' (Gq,s,ABpr,),

unique, dont I’image par la localisation soit z7.,(pr, )p-
(i1) Plus généralement, si (M,pN) = 1, et si pr, ® n vérifie p = 0 pour tout
caractere 1 de Gal(Q(pyy,,)/Q), alors il existe
s ~
zIw,M(pTo) € P%O AT, Hl(GQ(CM),SM7A®pT0)7

unique, dont l’image par la localisation soit zme(pTo)p.
(iii) Les ZfW’M(pTO) vérifient les relations de systéemes d’Euler :
e SiltpNM, alors

COI‘%ZZISW,Mé(pTO) = Pf,M([Ué_lb : wa,M(pTo)a

ot l’on a posé
Pear(X) = (1= (xe,,a0(0) + xe2,0 (€)X + (xe1,00 (£) xe,2,00 (£)) X?).
e Sil| M, alors
Cor%esz,Me(ﬂTo) = ZISW,M(PTO)~

Démonstration. — Les (i) et (ii) sont une conséquence de la zariski-densité des points

classiques, de la prop. et du lemme (pour tous les pr, ® n pertinents) ; le
groupe qui apparait naturellement dans le (ii) est p, @7, H'(Gq,sy, A®pr, ,,) et on
utilise "isomorphisme pour le remplacer par le groupe de 1’énoncé.

Le (iii) est une traduction de la prop. O
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Remarque 15.26. — (i) On note

Zf/[(PT) € p% ® HI(GQ(CM),SM ) PT)

Pélément correspondant a zf), \/(pr,) via Uidentification pp = A®z, pr,. Les z3,(pr)
forment un systéme d’Euler pour pr.

(i) L’existence d’'un tel systéme d’Euler permet d’utiliser les dérivées de Kolyva-
gin [44), 56}, (41, [60] pour étudier le groupe H*(Gq.s, pr)-

(iii) Vérifier que p = 0 pour tous les tordus par des caractéres peut étre un peu
compliqué. Pour les applications des systémes d’Euler, seul le p-quotient maximal
(Z/M)}; de (Z/M)* joue un role (on peut remplacer les éléments initiaux par les
corestrictions idoines), et les facteurs de Jordan-Hélder de Z,[(Z/M);] ® A&pr, sont
tous isomorphes & A ® p,,,, ce qui fait qu’on a juste besoin de p = 0 pour p,,.

15.7. Globalisation : le cas général

On ne suppose plus que l'on est dans le cas p = 0, mais on suppose toujours que
lon est dans les conditions du th. [13.11]et, en particulier, que p,, est irréductible (et
comme p # 2, cela implique que la restriction de p,, & Gq,, est aussi irréductible).

15.7.1. La tour des z7, \/(p1,)

Lemme 15.27. — Sixz € 24(0L), Uapplication naturelle XL (p1,)/pe — Xty (pz)
est un isomorphisme.

Démonstration. — On note simplement H*(W) le groupe H'(Gq. s, W). Soient
ai,...,a, engendrant p, comme Tp-module. Si 1 < n < r; la multiplication par
a, induit une suite exacte 0 — p%o [a1,...,a,] — p:\ﬁo [a1,. . an_1] 3 X — 0, ot X
est un sous-Tp-module de p%o [a1,...,an—_1]. L’hypothése p,, irréductible implique que
les H? sont nuls. Il en résulte que H'(X) — H'(py, [a1,...,an_1]) est injective et
que H'(py, [a1, ..., an]) = H' (pf, a1, - . ., an_1])[a,]. Par récurrence, cela prouve que
H'(py,lax, ..., an]) = H'(pY,)[a1,...,an]. Pour n = r, cela fournit, par dualité de
Pontryagin, le résultat voulu. O

Proposition 15.28. — Il existe a € A0<§>ZPTQ, non diviseur de 0, tel que la compo-
sante sur 1 =1 de oz, (pr,)p soit dans Uimage de p§, @, HY, (pr,) par Uapplication
de localisation.

Démonstration. — Soient
Wa = pr® (Xt (p2)/ Deessipy H' (G, Ao @ pa))
W = p%,®1, (X1 (o1,)/ Becsipy H'(Gq,. Ao @ p1,))
Si z e ¢, Pimage de la composante sur n = 1 de 25 (pr,), dans W, est nulle
d’aprés la définition de zp (p1,)p, le th.[14.18] et la suite exacte de Poitou-Tate. On

en déduit, en utilisant le lemme [15.27] que 'image de la composante sur n = 1 de
z; (pr,)p dans W appartient a p,W.
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Comme W est de type fini sur A0<§>ZPT0, il existe a € A0<§>ZPT0, non diviseur de 0,
tel que a tue le sous-module de torsion de W, et donc aW C W est sans AO@)ZPTO
torsion. Mais alors I'image de asz(pTo )p appartient a p,aWV, pour tout = € %Cl’+,
et comme %0C1’+ est zariski-dense dans £y, on en déduit que cette image est nulle
(on peut injecter oWV dans (A0®szo)d et ﬂwpzA()@ZpTo = 0 car Np, Ty = 0 puisque
%OCI’JF est zariski-dense dans 2p). La suite exacte de Poitou-Tate permet d’en déduire
que a zf, (pr,)p est la localisation d’un élément de p$, @, Hi, (p1y,)- O

Remarque 15.29. — (i) La prop. [15.28| pour pr, et ses tordues par des caractéres
de (Z/p)* permet de définir

Zigw(pTU) € FI‘(T) T (p%o AT, Hl(GQ757A®prTo))
z°(pr) € Fr(T) @1 (p% @1 H'(Gq.s: p1))

le premier comme 'unique (cor. |15.21)) élément ayant pour image sz(pT0 )p par l'ap-
plication de localisation, le second par 'isomorphisme habituel.
(ii) Plus généralement, on peut définir, si (M,pN) =1,

Ziy v (p1,) € Fr(T) @1 (0%, @1, H(GQerr), 500 AB2,01,))
25 (pr) € Fr(T) @1 (p5 @1 H (GQ(cyy).500 PT))

Les z3,(pr) vérifient les relations de systémes d’Euler du th. mais l'introduction
des dénominateurs dans leur définition rend délicate 'utilisation de la méthode des
systémes d’Euler.

(iii) L’exemple suivant montre qu’il est difficile de se débarrasser de ces dénomi-
nateurs en n’utilisant que la zariski-densité des points classiques. Soit Ty = Z,[[z, y]]
et donc T' = Z,[[z,y, z]]. Soit X = pZy x pZy : c’est un sous-ensemble zariski-dense
de SpecTp; si a,b € Zy, on note p(qp) 'idéal (x — pa,y — pb) de Ty correspondant a
(pa,pb) € X. Enfin, soit M = T/(zx — y). Alors

M/panM = Zy[[x, 2]}/ (z — pa, xz — pb) = Zy[[z]]/(paz — pb) = Fy[[z]]

car b — az est une unité de Z,[[z]]. On en déduit que p, )M D pM, pour tout (a,b).
(iv) Nous prouverons (th.[17.10) que zy,(pr) € p$ @7 H (GQ,50 pT), €t done qu’il
n’y a pas de dénominateurs.

15.7.2. Comparaison entre z(m) et (0,00) : suite et fin. — Le résultat suivant, allié
a linvariance de (0, c0) par multiplication par un caractére (pour passer de 2~ a %2p)

permet (cf. rem.[14.19| et prop.[15.3) d’étendre le th.[14.18| au cas général (i.e. sans

supposer que Mg (), est absolument irréductible).

Proposition 15.30. — Six € 23, il existe z € pt @ H'(Gq,s,A ® ps) et oy € A,
non diviseur de 0, tels que locy(2) = a, 25 (pr)p-
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Démonstration. — On accouple avec un élément générique de pp pour ne pas trainer
des p$. ou pi dans la preuve, et on fixe un caractére de (Z/p)* pour travailler avec
Ag plutot que A et pouvoir utiliser la prop. (le résultat s’en déduit en faisant la
somme sur tous les 7).

On sait qu'il existe o € Ag®Tp, non diviseur de 0, tel que azf (pr,), soit dans
I'image de loc,. Le probléme est que « pourrait fort bien étre un diviseur de 0 sur
{x} X #,. Par contre, x étant classique, est un point lisse de 2y et est un zéro isolé
de « sur toute courbe suffisamment générique passant par x.

Soit donc R = Tp/I un quotient de Ty, avec o ¢ I, I C pg, et Spec(R[%]) de
dimension 1. Notons z{, (pr), 'image de z{, (pr,), par spécialisation.

Quitte a localiser, on peut supposer que R contient un élément f dont le diviseur est
(z) et il suffit de prouver que, si a s’annule en z, alors f~'azy (pr), est encore dans
I'image de loc, (par récurrence, cela permet de supposer que o n’est pas identiquement
nul sur {z} x #; et on peut prendre pour o, € A la spécialisation de o & {z} X #4).
Soit zr € H}, (pr) 'image de zg, € Hf, (pr,) vérifiant loc,(z1,) = azg (p1,)p, €t 2x
son image dans H{, (p;). Comme « s’annule en z, on a loc,(z;) = 0, et donc z, = 0
puisque loc, : H{, (ps) — Hl(GQp,Ao®pm) est injective (cf. prop.|15.20)).

Soit ¢ +— ¢, un l-cocycle représentant zr. D’aprés ce qui précéde, il existe ¢ €
Ao ® ps tel que co(z) = (0 — 1)c. Soit & un relévement de ¢ dans A@pg. Alors, par
construction, le 1-cocycle ¢, — (0 — 1)¢ représente zg et est divisible par f. Il s’ensuit
que f~lazg (pr), est I'image de f~!(c, — (o — 1)¢) et donc est dans I'image de
loc,. O

15.7.8. Le systéme d’Euler des z3,(pr). — En anticipant un peu (i.e., en utilisant
le th.[17.10| pour pr et les pr,,), on obtient finalement le résultat suivant, si m est
générique.

Théoréeme 15.31. — (i) Si (M, Np) =1,

23 (pr) € pf @1 H'(GQ(crr). 805 PT)-

il) Les z3,(pr) vérifient les relations de systémes uler du th.|15.25,
ii) Les zy, srifient les relations de systémes d’Euler du th.|15.2
(iii) Si x € 2, et si z3;(pa) € ph @ H(GQ(car),sur» Pu) €5t la spécialisation de
z3,(pr), alors (z3,(pz))nr est un systéme d’Euler pour p,.
V) 91 & € , alors (z )M est relié au systéme uler de Kato par la
iv) Si AN S(p lvé : d’Fuler de K l
relation suivante pour M =1

Zs(pz) = ( H PZ(l)) 'Z(pas)'

LeS\{p}

39. P, est le polynéme P, de la prop. Comme o, agit trivialement sur Hl(GQ,S,pI)7
Pg([a[l]) agit par Py(1). On a aussi Pp(1) = Ly(pz,0)"! d’aprés la rem.
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Remarque 15.32. — En posant

semi(

S S
ZIW,M(PT) =1 z3(p1))s

ott (5™ : pp . — A@prTM est 'application du n0 on obtient un systéme
d’Euler (zme(pT))M pour A®z, pr.

Siz e Z, ce systéme d’Euler se spécialise en un systéme d’Euler (zISW,M(px))M
pour A@zppz. Siz € 2°, ce systétme d’Euler redonne, & un facteur d’Euler prés,
le systéme d’Euler de Kato qui permet d’étudier la théorie d’Iwasawa de la forme
modulaire associée a x.

16. Le systéme des éléments de Beilinson-Kato

Ce chapitre est un survol de la construction du systéme de Beilinson-Kato et de
ses twists & la Soulé.

16.1. Séries d’Eisenstein-Kronecker

16.1.1. Définition. — Si (1,2) € H# x C, on pose ¢ = e*™ ¢, = e*™ et on note
9. lopérateur ;=2 = qza%z. On pose aussi ex(a) = e 2™ Si k € N, 7 € 7,

z,u € C, la série d’Eisenstein-Kronecker

Hi ) ['(s) (7'—7)5—k Z otz o (wﬂ—uw)
S,T,2,U) = ———p o —= )
M (—2im)k N 2im i lw + 2|2 T—T

qui converge si Re(s) > 1+§, posseéde un prolongement méromorphe a tout le plan
complexe, holomorphe en dehors de poles simples en s =1 (si k =0 et u € Z + Z7)
et s=0 (sik=0et z€Z+Zr) et vérifie 'équation fonctionnelle

22U — Uz

Hk(s,T,z,u):eoo< ) cHi(k+1—s,7,u,z).

T—T
On définit les fonctions Ej. et Fj par les formules
Ei(1,2) = Hg(k,7,2,0) et Fy(r,2) = Hi(k,7,0,2).
On a
Eyy1(7,2) = 0.Ex(1,2) et Eo(t,2) =log|0(r,2)|?, siz¢ Zr+ Z,

ou 0(7, z) est donnée par le produit infini

0(r,2) = ¢/} = ') [T (1= ") (1 = "¢ 1))
n>1

40. Si z € Z 4+ Z7, on supprime le terme correspondant & w = —z de la somme.
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16.1.2. Les formes modulaires E(gkz, et Fo(tk; — Les fonctions Ey (7, z) et Fy(7, z) sont
périodiques en z de période Z7 +Z. Si (o, 8) € (Q/Z)? et si (a,b) € Q? a pour image
(o, B) dans (Q/Z)?, on pose

EY) = Ey(r,ar +b) et F) = Fi(r,ar +b).

a o,

Proposition 16.1. — (i) E(()?g = Fé?) = 51E3, o

i (T—7)

+oo
By =5 +1-24) oi(n)q"
n=1
est la série d’Eisenstein quasi-holomorphe de poids 2 habituelle.
(il) Si Na = NS =0, alors
(a) By — Ego € Ms' (D, Q(Cw)) et By € MY (T(N). Q(Cw)) si k> 1, k #2.
(b) F*) e MEMT(N),Q(Cy)) sik > 1, k#2 ousik =2 et (a, ) # (0,0).

On a les relations de distribution suivantes si e est un entier > 1 :

(k)  _ kp(k) (k) _ 22—k (k)
Y. By =cEly e Y. Faly=¢'F
ea’=a,ef’' =4 ea’=a,epB'=4
k) (TN _ kp(k) (k) T\ _ (k)
D Bap(Q) =By et Y Fap(D)=eFup
ep'=p ep'=p

Ces relations de distribution peuvent se condenser agréablement en I’énoncé suivant :
Théoréme 16.2. — Si k > 1, il existe
aia (), Zio (k) € Zarg(Ma (AP, MEEP(QYY),
telles que, quels que soient r € Q* et (a,b) € Q2, l'on ait
. k(R - _ k=2 (k)
/(a+rZ)ZEls(k) =r E_%’%v /(aJrrZ)ZEIS(k) r F%)_%
b+rZ b+rZ

De plus, si k # 2, alors zgis(k) et 2 (k) sont a valeurs dans M(Q™).

16.1.3. Quelques q-développements. — Si a € Q/Z, posons

+oo

C(ay, s) = Z n "’ et ("(a,s) = Z eimnoy, =S,
n€EQY}, n=amodZ n=1

Proposition 16.3. — Si k > 1, et o, € Q/Z, alors le g-développement

Zn€Q+ anq" de Fo(tkg est donné par

S 5 Clas k4 1C(8,9) + (D (s — k4 1)C(=5,9)

neQy
et ap = C(B,1— k) [resp, o = %(C*(ﬂ70) _ C*(_ﬁ70))] stk #1 oua#0 (resp. s
k=1cet=0).
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Remarque 16.4. — Il y a des formules similaires pour le g-développement de ES%7
mais nous n’en aurons pas besoin.

16.2. Unités de Siegel

16.2.1. La distribution zgiegel. — Voir [42] chap. 1| pour ce qui suit (ainsi que [45]).
Soit
G = h% O(Y (N)).

On identifie Q aux fonctions ¢ sur # x G(Al>®l), invariantes par G(Q) (pour I'ac-
tion #), holomorphes en 7 et avec un poéle d’ordre fini aux pointes, et dont le ¢-
développement vérifie 7 (¢, u) € QY et oy (F (¢, u)) = # (¢, au) quels que soient
a € Z* et u € AJ°[*. Comme d’habitude (lemme , I’action naturelle de G(Al*l)
sur ¢ devient I'action x via cette identification.

La fonction 0(r,z) n’est pas périodique en z de période Z7 + Z, mais si ¢ > 2
2

est un entier premier a 6, alors la fonction q:_TC o(r, z)CQH(T, cz)~1 est périodique. Si
(a,8) € (Q/Z)* - (0,0), et si (a,b) € Q* a pour image (a, 8) € (Q/Z)?, posons
Jea,p = 0(T,a7 + b)CQG(T, cat 4 cb) L.

Proposition 16.5. — Soient o, 3 € ++Z/Z.

(i) Sic € N est premier a6 et si (ca, cf) # (0,0), alors il existe e,a.p € O(Y (N))*,
unique, dont le pull-back par '+ — (T(N)\AT) x {1} = Y(N)(C) est ge,a,8-

(if) L'élément Go g = gi/off;*” de Q® g* ne dépend pas du choiz de ¢ congru a 1
modulo N. De plus, quel que soit ¢ premier ¢ 6, on @ e,o,3 = ggfﬁ §C_a1,cﬁ.

Remarque 16.6. — (i) Si o et 3 sont les images de & et %, avec 0 < & < 1, le

g-développement de go g sur (I'(N)\JZ1) x {1} est :

o (& a _a N 2
gop = ¢ [T = q"¢¥ Q) [T = q"a ¥ ¢RY), ouBa(w) =% — £+ 5.
n>0 n>1
(ii) On a
Ja.8 = J—a,—B

et les relations de distribution suivantes :
~ ~ ~ Joo[ <
H 9o/ ,8" = Go, 85 H Ja,pr = ((1) 2) *Ja,B-
ea’=a,ef’'=p4 eB’'=p
(iii) Le Q-module Q;* ® Q est engendré par les g, g, le module des relations étant
engendré par les relations du (ii).
(iv) On a
(¢5) *Gap = Gda—cs,~batas: si(%§) € G(Z).
Soit M ; (Al*°l) = My 1 (A1) \ {()}. Alors M} ; (Al>°l) est stable par multipli-
cation & gauche par G(Al>l).
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Théoreme 16.7. — 11 existe[*D]
ZSiegel S @alg(M/QJ(A]OO[)» Q ® g*)a
telle que, quels que soient r € Q% et (a,b) € Q* — rZ?, on ait

/(a-&-r?) #Sicecl = g%bv

b+rZ

:gk —a.
T or

Sle

De plus, zgicgel €st invariante sous l’action naturelle de G(A]O"[).

Démonstration. — L’existence de zgjegel Tésulte de la premiére des relations de dis-
tribution du (ii) de la rem. [16.6]

Pour prouver l'invariance par G(A]OO[), il s’agit de prouver que, si U est un ouvert
de M}, (Al>l) et si v € G(AI*), alors

/ ZSiegel = ’Y*/ ZSiegel -
~U U

Par linéarité, il suffit de le prouver pour U = (zi:’%), avec (y) ¢ ngyl(Z), et

comme G(AJ®l) est engendré, d’aprés la théorie des diviseurs élémentaires, par G(Z)

et par {(8 2)100[, a,be QY g € N}7 il suffit de le prouver pour v d’une des formes
ci-dessus. R
e Sivy=(2%) € G(Z), alors YU = (Z;”Igzi:;), et donc va = g_@r_dy}amjby.

Tandis que 7 % [;; Zsiegel = Y * J=u = = J=dy—cs bytas.
rr ™ ? T

e Siy=(2 2)]00[, on peut supposer a = 1 car le résultat est trivial pour (g9), et
alors b € N. Alors

W = ( szr;rzi) = U5 wa;Tzf;%Z ):

et donc, d’aprés la seconde relation de distribution du (ii) de la remarque m

b—1
— P — (10 P
/ ZSiegel—Hg;y7zb+i - (() b)*g;y7£7
U palis 3 3 3

ce qui permet de conclure. O

16.2.2. Théorie de Kummer et [’élément Zkao. — Comme la distribution zgjegel est
invariante par G(AI>°l), elle I'est aussi par ITg qui agit a travers G(AI*l) et on note

Kum(zsiegel) € HY( bv-@alg( é,l(A]m[)va(l)))

41. Si X est un espace localement profini, et si A est un anneau, on note LC.(X,A) le A-module
des fonctions localement constantes & support compact et, si V' est un A-module, alors Z,15(X,V) =
Hom(LC.(X,A),V) est I'espace des distributions algébriques sur X a valeurs dans V.
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son image par 'application de Kummer
Soit

M (Alel) = G(Q,) x My (Alerl) « My, (Al]) x MY, (All) € M (Al).
Alors G(AI*l) agit par multiplication & gauche et a droite sur M (A]C’O[). On définit
ZKato = _Kum(ZSiegel) & Kum(ZSiegel) S HQ( /Qa -@alg(MIQ (A]OO[)a Qp(2)))

Par construction, on a

_ = = . (a+MZ b+NZ 1 ( A Jool

/(a+Mi b+N2) ZKato = Kum(gg o )UKum(g, o), s (c+Mi d+N2) C M (A1),
c+MZ d+NZ

Proposition 16.8. — On a

0 .
(u 0)] [*ZKatO = ZKato, StU,V E Q*

0wv
1 _
(? ()) * ZKato — — ZKato-
Démonstration. — On a fU g * ZKato = ng ZKato. Comme

(a+N2 b+M7Z ) ( u 0) _ (ua+uN2 vb+vMZ )
c+N2 d+M2 Ov/) ™ uc+uN2 vd+vM2 ’

la premiére égalité se déduit de l'identité

/(ua+uN2 vb+'uM2) :Kum(g#dwa%}\)/})>UKum( %’ﬁ) :/<

uc+uN2 vd+vM2

A Lz
atNZ b+MZ) Kato
c+NZ d+MZ

La seconde égalité se prouve de méme, le signe venant de ce que le cup-produit est

alterné. O

16.2.3. L’élément zfé‘;m. — Pour aller plus loin, il faut se débarrasser des dénomina-
teurs dans la distribution zka.t,. Notons que Z agit naturellement sur Q/Z = Alel / VA
Maintenant, il résulte du (i) de la prop. que, si ¢ € 2*, alors 2 ® a8 — Gea,cB €
7 Q;* (appliquer la prop. A une suite de ¢, € N vérifiant ¢,, — ¢ dans 2), et
donc
cJa,p = Cp @ o — Jeaes € Zp © G C Q@ G
La matrice (c¢) € M;(Al*®l) agit sur M’z’l(A]“’[) par multiplication a droite, et donc
aussi de maniére compatible sur les distributions sur cet espace. Il résulte de ce qui
précéde que
(0127 — (¢)) * Zsiegel € Zalg( /2,1(A]OO[>7 Z,® Q;*)

42. Soit 2° = {(zn)neN, Tn € A(Q)*, ab | = xnsin €N} Soit Z = Q® 2°. Alors Z
est muni d’une action de Hb et la suite 0 — Qp(l) - Z — ﬁ* ® Q — 0 est une suite exacte
de Hb-modules. Posons X = Mo, 1(Al®) et soit (¢;)icr une base de LCq(X,Z) sur Z. On peut
fabriquer une distribution algébrique p sur X, a valeurs dans Z, en prenant pour fX ¢ 1 n’importe
quel relévement dans Z de fX @i ZSicgel €t alors Kum(zgiegel) est 'image du cocycle o — px o — p.
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(Iintégrale sur (‘Zi:;) est .g-» o), et donc que

(cf = (¢) » Kum(zsieger) € H' (g, Zarg (M1 (A1), Z,,(1))).
Il s’ensuit que

Zféito = (0127 - (6 ?))(di - ((1) 2)) * ZKato € H2< IQvgalg<M/2(A]oo[)vzp(2)))~

L’intérét d’avoir supprimé les dénominateurs est de pouvoir intégrer des fonc-
tions continues & support compact et pas seulement des fonctions localement
constantes (en d’autres termes, Zuo(Mj(AI®1), Z,(2)) est l'espace des mesures
Mes(Mj(Al®l)Z,(2)) sur M, (Al*l), a valeurs dans Z,(2)).

16.3. Torsion a la Soulé

16.3.1. Formalisme général. — Soient G’ un groupe et X’ un ensemble muni d’ac-
tions a droite (¢’,2') — a’¢g’ et a gauche (¢',2") — ¢’2’ de G’ commutant entre elles
(i.e. siz’ € X' et g1,45,95, 94 € G', alors gigha'ghg) ne dépend pas de l'ordre dans
lequel on fait les opérations).

Soit G, un groupe, et soient G = G, x G', X = G, x X’. On note g = (gp,9")
et x = (zp,2’) les éléments de G et X, et on fait agir G sur X & gauche par
((9p, 9", (xp, ")) = (gpxp, g’'2’) et & droite par ((gp,g'), (xp,2)) — (zpgp,2'g’); ces
deux actions commutent.

Soient H,, Hy des groupes, munis de morphismes ¢ : H; — G et 1o : Hy — G. Si
h; € H;, on note simplement h; ’élément ¢;(h;) de G. Soit H = Hy x Hs.

Soit A =17Z,,Q,,01,L, ... Soit ® = €,(X,A) et &* son dual (ou un sous-espace
de son dual). Si a € ¥(X, A), on définit ap € *, si p € ¢* par la formule (au, ) =
(1, ag).

On munit ® d'une action de H = Hy x Ha, en posant ((h1, ha)-¢)(z) = ¢(hy ' zhs).
On munit ®* de 'action duale : (h -y, ¢) = (u,h=! - ¢),sih € H, up € ®* et ¢ € .

Soit W une A-représentation de rang fini de Gy, et soit W* sa duale :

1

(g-v*,v) =% g " -v), sigeGy,v*eW etveW.

On note Wy, Wg , pour i = 1,2, les représentations de H; obtenues via le morphisme
ti  H; = G — Gp. On les voit aussi comme des représentations de H en faisant agir

Hjs_; trivialement.
Fixons une base e de W* sur A. Si w* € W*, soient

Gur : X 5 W™, Py i X = A, P () = Tp - W™ = Z¢w*,i($)€f~

Soit V' une représentation de H; ; on considére V' comme une représentation de H
en faisant agir Hy trivialement. Si p € ®*, v € V, et w* € W, on définit

aw(p@v@w*) =Y (furip) @vRel € 2* @ (VO WS).

7



FACTORISATION DU SYSTEME DE BEILINSON-KATO 169

Lemme 16.9. — (i) aw : (P* @ V)@ W}, — @* @ (Ve W) est H-équivariante.
(ii) aw induit un morphisme Hay-équivariant

aw : H'(H,,®* @ V)@ Wi, — H' (H, ®* @ (Ve W})).
Démonstration. — Le (ii) est une conséquence immédiate du (i). Pour prouver le (i),
il suffit de regarder ce qui se passe sur les tenseurs élémentaires de la forme §, VW™,
ot §, est la masse de Dirac en a = (a,,a’) € X. On note wy; I'élément w* de Wi .
On a

aw (0 ®v @ wi,) = 0, @V @ (ap - w*) g,
On en déduit
aw ((h1,hs) - (6, ® v @ wi,)) = aw (5h1ah2_1 ® (hy - v) ® (he - w*)m,)
= Gy angt ® (ha-v) @ ((haahy ' )pha - w*)m,
(h1,hs) - aw (8o @ v @ wiy,)) = (h1,h2) - (60 @ v @ (ap - w*)p,)

= 5h1ah2_1 ® (h’1 ’ U) ® (hlap ’ w*)Hl

D’oil le résultat (on a (hiahy '), = hiayhy b). O

SiveWetoveWH*, soit
Porw €D, Puru(g) = (907, 0) = (Dux(9),v).

L’application v* ®v — ¢y , induit un morphisme H-équivariant de Wi @ Wy, dans
® :si h=(hy,hs), alorson a h- (v*®@v) = (hy - v*) ® (hy - v), et donc

¢h~(v*®v)(g) = <gh2 'U*ahl . U> = <h1_19h2 ~’U*,”U> = (h . ¢v*®v)(g)'
Corollaire 16.10. — Les deux morphismes H-équivariants ci-dessous sont égaus :

(P*RV )W} @Wh, @P (P *eV)ed v,
2

(LRV)QW* QWO P F—— (L) D (Pu w)) F———— (lh; P w ) V

(P*@V)WE, @Wh, @ - (P*QVeW S )@(P0Wg,) V,

(h@v)@w* QWP ———"> aw (pRVOW*)O($w) = (aw (pOW™), pRw) v

16.3.2. La distribution z%";to(k,j). — On va appliquer ce qui précéde a
X' =My(AlPl), X =My(Al®), ¢ =gAler), G, =G6(Q,)
G=H,=GAI™), H =1 W=W e V=Qu2)
® = 6, (My(AI®)), L), &* = Mes(M,(AI>®), L)
On définit
2o (k) =, (et © (9055 € H2 (I, Mes(My (A0, W7 (2)).

erNet)d
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d
ato

On a H(Ilg,,Q,(2)) = H

ét,c

On note encore zy;, (k, j) la restriction a Tlq C Tl

(Y(1)q,,Qp(2)) = Qp; on en déduit des accouple-
ments

(,): (H*(Ilg,,®* ® Q,(2)) @ W},) x (H2(Ilg,, ® ® Wy,)) — L

(,): (H*(Ilg,,®* ® Q,(2))) x (H2(Ilg,,® ® Wg,) @ W},) — L
Le cor. [16.10] fournit alors le résultat suivant :
Lemme 16.11. — Si ¢ € H2(Tlg, ¢.(Mby(Al>®l), W, ), alors

eX)k c, .
(70 & @ (etryr) = (B (ks 5), ).
Si S est un ensemble fini de nombres premiers contenant p, on définit
ziiie € H? (T, Mes(G(Qs), Qy(2)))
Zinia(k, §) € H* (g, Mes(G(Qs), Wi ;(2)))

par les formules (ou ¢g € €.(G(Qs), L))

S,e,d S,c,d
/ Ps ZKato — /d)S ® lMQ(Z]S[) ZKato
G(Qs)
S,e,d - S,c,d .
/ (bS ZKato(k7-7) = /(bS ® 1M2(2]S[) zKato(k’J)
G(Qs)

< dafinir 7S S s/ S.cd S,ed(q, -
Remarque 16.12. — On peut aussi définir ZSiegel> Ziss ZEiss ZKato €1 Zioo (K, )

directement, en partant des formules :

S
(Zi;%;) ZSiege

lzg%b7 :g%;&, ete...

T

Sl

sir e Z[g]*, r>0,et (a,b) € Z[$]? \ rZ?. Cela permet de prouver qu'en fait toutes
ces distributions sont obtenues par inflation a partir de Il ¢

16.4. La loi de réciprocité explicite de Kato

16.4.1. La suite spectrale de Hochschild-Serre. — La suite spectrale de Hochshild-
Serre fournit des isomorphismes

H?(Ig, Mes(M' (A1), Z,(2))) = H'(Gq, H' (I, Mes(M' (A1), Z,,(2))))
H*(Ig,5, Mes(G(Qs), Zy(2))) = H'(Gq.s, H' (Il 4, Mes(G(Qs), Zp(2))))
On peut donc considérer que :
2 € H' (Gq, H' (T, Mes(M' (A1), Z,,(2))))

Zinis € H'(Gq,s, H' (Il ¢, Mes(G(Qs), Z,(2))))
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16.4.2. La distribution zgis(k,j). — On voit E((lkg comme un élément de Mgl (Q<)

et F(ikg comme un élément de M,g}kfl(QCyd). On note Eg% € go(wk’o) et ﬁékg €

O(wk k1) les éléments correspondant a (—22'7r)kE(kZi et (—2im) F(kg via les isomor-

phismes de la rem. n 5.7 et du n°[6.3.3] (Si k = 2, il faut supposer (a, 8) # (0,0) pour
F%) et remplacer g w?0) par g (W22) pour E®))

Proposition 16.13. — Si (¢4) € GLy(Z), et si (o, 8) € (Q/Z)2, alors

ok ’J) (k) ab (k) _ 7o(k,j)
( ) * E Edafcﬁ,fboﬂ»aﬂ et (c d) * Fa,ﬁ - Fdafcﬂ,fba+aﬁ'

On note Zgis (k) et (k) les distributions obtenues en remplagant Eak et Fo(Lkg par
Eg% et ﬁ;’% dans les définitions de zgis(k) et 25, (k). La preuve du th.h s’adapte
et nous donne le résultat suivant.

Théoréme 16.14. — Les distributions Zgis(k) et 25;,(k) sont invariantes sous l’ac-
tion naturelle de G(Al>®l).

Si k> 1, alors (y compris si k = 2) :

Le produit fournit des fléches
gO(wj,O) « gO(warQ*j,kJrl*j) N gO(wk+2,k+lfj)
go(ng{J) ~ gO(wk+2—j7k+l—j) - g()(W(fI-{zk-i-l—j)
En utilisant l'inclusion Mj(Al®l) < My (Alel) x M’QJ(A]O"[), cela permet de
construire, si k > 2 et 1 < j < k 4+ 1, des distributions
Zps(k, ) = D i () © 2o (k + 2 — ) € Dup(MB(AI®D), HO(WEEHH177))
asa(h9) = (cp = (§9)) (d5 — 47 (5 %)) * zis (k. )
c -@alg(MIQ(A]OO[)a gO(wk—&-Q,k—H—j))

La valeur de ces distributions sur une fonction localement constante & support com-
pact est une combinaison linéaire de produits de séries d’Eisenstein. Comme pour
ZKato, S1 S est un ensemble fini de nombres premiers contenant p, on définit :

Zgls( ) S galg(G(QS), gO(W(f;{FkaJrlij)s),
250 (k, j) € Zug(G(Qs), HO (W2 h4170) )



172 PIERRE COLMEZ & SHANWEN WANG

16.4.3. L’exponentielle duale de Bloch-Kato. — Accoupler ZKato(k j) avec une fonc-
tion ¢ localement constante, a support compact dans M’Q(A]"o[)7 produit

(2o (k3), 0) € H' (Gq, HE (WE)*(2)))
On a aussi (W,?Z)*(Q) = W,ffkfj 4o L’exponentielle duale de Bloch-Kato fournit
une fléche
HI(GQW gét(ng,tkfjJrﬂ) - FilODdR(gét(stk7j+2))-
On a

DdR(gét(Wké,tk—j-i-z)) Q) ®q ﬂdR k P j+2) = Qp ®q ﬂdR k Pl e Cir

comme module filtré, et la filtration sur g dR(W,i o j) a deux cran, le sous-objet étant
go(wkw,k—s-l—j)_ Les poids de Hodge-Tate de gét(W,fka_j) étant k+2—jet 1—7,
on a Filo(iéR(Wﬁ%_s_g_j)) = io(wk"‘g’k‘”_j) ® (3 si et seulement si 1 < j < k+ 1.

La loi de réciprocité explicite de Kato [42], prop.10.10] (et [42] prop.11.7] pour

faire la comparaison entre deux application exp*) nous donne[*3)] :

Théoréme 16.15. — Si0 < j <k, alors

exp* (2o (k, 7)) = 25 (k. ) © Gr,  exp*(zi(k. 5)) = 2o (k, §) ® G-

17. Un avatar algébrique des produits de Rankin

Dans ce chapitre, nous factorisons (rem. le systéme de Beilinson-Kato comme
un produit de deux symboles (0,00), et nous terminons la preuve du th. en
prouvant (th. que 1'élément z°(pr) n’a pas de dénominateur. La preuve repose
sur I’évaluation de zf;’,jt’ff en des fonctions tests bien choisies (th. avatar de [42]
th. 6.6], dont la preuve repose sur la méthode de Rankin) ; le résultat fait apparaitre
un produit de deux valeurs de fonctions L. On en déduit la factorisation voulue en
un point classique (th., et on obtient une factorisation en famille (lemme

par densité des points classiques.

17.1. L’application exponentielle
17.1.1. Une formule explicite générale. — Si X est un espace fonctionnel comme LC,
LP, €, Mes, etc., et si § € { , ¢, par}, on pose
H}(G,Xp) := H{ (G(Q),X(G(A),L))
H{ (G, X1)s == Hy (G(Z[g]), X (G(Qs), L))

43. Si on veut utiliser les calculs de [11], il faut faire attention que zkato @ changé ce qui échange
les rdles de b et c (et rajoute des signes), et qu’on intégre (be¥ + des)* au lieu de (ae} + bes)F, ce
qui échange les roles de F et F. A la fin on retombe sur la méme formule.
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On suppose 1 < j < k+1 (les poids de get C(Wk])S sont j >0et j—k—1<0).
On a

DdR(get C(Wk,j) ) QP ®qQ ng c k,] )S
On en déduit une application exponentielle de Bloch-Kato :
€xXp : ng c )S/Fllo — H (GQP7 gét,c(Wlf,tj)S)'

b (Wit)s = HY(G,LCL ® Wy j)s, tensoriser par
Wy, et utiliser Uinjection naturelle LC, @ Wy ; @ Wi, < % pour fabriquer une
application, encore appelée exponentielle de Bloch-Kato :

exp: L@q (Hin (Wi%)s/Fi') © Wy, = H'(Ga,, HL(G, %1)s)

On peut utiliser I’isomorphisme g

Notons que H}(G,%TL)s est la cohomologie complétée de la tour des courbes modu-
laires de niveaux a support dans S.

Comme on l'a vu H}(G,%67)s et H'(G,Mesy)s sont en dualité (rem.{4.17).
Si on veut inclure l'action de Galois, la dualité naturelle est & valeurs dans
H2(X(1 )Q,Qp) = Qu(—1). Il s’ensuit que H'(G,Mes)s(2) est le dual de Tate

de H}(G,%L)s. Combiné avec la dualité locale de Poitou-Tate, cela fournit une
dualité

Hl(GQp7 1(G MeSL) ( )) X Hl(GQwH;(G’(gL)S) — Q:D
En particulier, on peut accoupler zKato (plutot sa restriction & Gq,) et exp(®) ® v, si

® € Hig (Wi)s/Fil° et e W,

Proposition 17.1. — Soit ® € géRyc(W,‘i?)g/Fﬂo. Alors, pour tout N & support
dans S et tel que ® € Hig (Y(N), W), on a

C k c,
(2252 exp(®) ® (e( ) )e = L NE2 (e E(J) F(k+ )>dR,Y(N) ® Car

AT e = o
avec

ot = (e — (5" 9))(dp — di 7 (§ ,2)) * @.
Démonstration. — Le lemme [I6.11] fournit 1'identité :

(zicsian xp(®) ® s o = (aigaia (b, ), exp(®))ar.
Le th.[I6.15] se traduit par
<Z}i§tz(k J),exp(® > <Zg1§ ¢ (k,j) @ CdR’ >dR ® Cd_P%
= (= (5 ?))( =47 (5 8)) * 2R (k1) @) 4 @ Cam
:<2Eisk]) ( ( 0 1))(d2 d] k((l]ul9 ))*(I)>dR®CdR
On conclut en utilisant la formule (6.5]) et 'identité

/ Bk, §) = S NE2 FERI EG)
+NM2(Zs) N TN
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17.1.2. La méthode de Rankin-Selberg. — Un résultat classique de Shimura [63]
(prop. ci-dessous), qui se démontre en utilisant la méthode de Rankin, permet
d’exprimer (P, Eéji Fffﬂ))dR,y(N) en termes de valeurs spéciales de fonctions L.
N
Soit

- 1 Im7 (s—1-k
E((){%)(T) = 1 j( 1 2)9 .
WEZ+ZT (w + N) ’w + N’
Proposition 17.2. — Soient
F= > and" € MEEIT(M)) et g= > bug" € Mgy, ;(T(M))
neﬁz,n>0 nGﬁZ,nZO
dont les fonctions L se factorisent sous la forme :
Ay oy, g, —1
Lif,s)=( >, @) [[(-H0-%2)
neZ[ 4] aM
-1
Lig.s)=( > ) [T -FH0-"%2)
neZl&1* oM

M

Alors

/F(M)\j% F(=F)g(r)EYD) (1) yk+2dﬂ;# — Ml+j+2(s_1_k)%D(f,g,s))

0,4
* M
ot l’on a posé

D(f.gos) = (3 ko) TT (1 — 2afen)(1 — @ntfezy(q _ oeafiay(g _ oeafiz))~!

neZ[ L1+ UM

17.1.8. Systeme d’FEuler de Kato et valeurs spéciales de fonctions L. — Soit mainte-
nant 7 une représentation cohomologique encadrée de G(AI*°l), de poids (k+2,j+1),
avec 1 < j < k+ 1, de conducteur N et caractére central w,. Soit @, le caractére
de Dirichlet associé & w, (étendu en une fonction multiplicative sur Z, en posant
@Or(n) = 0si (n, N) # 1). Notons que @, (—1) = (—1).

On renvoie au n° et suivants pour la définition de v, Lji—Rm, frs J2, A(m), ete.
Notons que f, est une forme primitive, ce qui implique

Lfars) = ] (1 - + &—25) ™
¢
On note 75 le produit tensoriel @y 57 ; ¢’est un sous-espace de LC(Q%, Q(prge))%5.
On peut utiliser 'action de (ZOE 0
tére localement constant, on note 7s[n] 'espace des ¢s € Q(7,7) ®q(r) Ts vérifiant
(8 (1)) * ¢g = n(a)pg, pour tout a € Z%. (Ceci implique que ¢g est & valeurs dans
Q(m.n)G(n).)
Soit ar,s : ms = Q(7) ®q g}jR,C(Wg’?)/Filo I’application linéaire

¢ ar5(0) = 1 - (05 @ )

) pour découper g : sin: Z% — L* est un carac-
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Alors, dans C ® (g;lm’c(VV,??)/FHO)7 on a aussi

aﬂ’,S’(¢) = )‘(7‘-) Weo * Lji_R,w (U]TFS[ ® ¢)

Théoréme 17.3. — Soient n : Z% — L* un caractére localement constant et

pemsn]. Alors/*)
)k c . % - s
(Z5t, exp(am,s(0)) © gy = as(@X ) LII(fx, HILEE @ 9X7,0),

ol :
LDE(fx,8) = Y lzg(m)ann™,  az (@X") = A7) ar.oo(9X ") a2, (6X ).
n>1
aved @]
o0 (0X ") = (1 4+ (=1)n(-1))
a7y (0X") = (cf = n(c™h) (d} — d, " n(d)a; ' (d))
Remarque 17.4. — On trouvera au cor.[I7.8 une formule plus générale.

Démonstration. — On utilise la prop. pour faire le calcul. Le facteur afg"é(d)X )
provient du passage de ¢ a ¢“? dans les notations de cette proposition : si a € i*,
on a

(69 (@WS@ ) = n(a) (W @e) car (89) oSl = vSlet (89) %6 =n(a)s.

On en déduit, en utilisant le fait que w, est le caractére central, que

(5 —ep(eo" O(dp =)™ ()" 2 (§9)) (Wl @ ¢)
= (¢ = ehn(c™M) (dy — &)~ *a  (d)n(d) (v @ 9).
On continue donc le calcul avec ¢. On choisit M tel que ¢ soit fixe par 1+ MMs(Zg).

e On commence par appliquer le lemme [6.4] avec

O = o g(¢) et @ = EV), ORI

04" 0
Pour alléger un peu les notations, on pose :
(@1, P2) := (D1, P2)ar,y () ® Car

o Puisque ((1) 2)100[ *Eéj% = ESJ% et ((1) 2)100[ *ﬁ;),o = ﬁ%),o’ ona

] [ T - 1 j k+2—j Tez—eq k
(52w @ffer) (r, U%l) = (<2im) L ED) FET @ (oo ar,

¢ Comme on ’a vu plus haut, si a € 2*, alors

(39> (051 @ @) = Gr(a)n(a) (VL @ 9)

44. Voir le cor.m pour une formule plus générale, mais une preuve plus détournée.
45. On voit 7 comme un caractére de Z* via la projection naturelle Z* — Z%.
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On en déduit que
(49 ol = G (a)y (@) @51
¢ On obtient donc, grace au lemme [6.4]

ar o) . i j k+2—7 Tes—er)®
(@1, P9) = Q,/F(M%?%g, 1l A ((—217r)3+1E(()7)N%F](W@MZ)1Wcﬁ),

ou, si x : (Z/M)* — C* est un caractére de Dirichlet, on a posé
k+2—j k+2—j
FJ(\/[,X 7 Z X(G)F(ﬁ,o J)7
a€(Z/M)*
et, d’apres le lemme

o (7 11ool) = (= 1)\ () (2im) 1 £ (—7) @ Tee=e) g7

(e1Ne2)d
avec
fo= 2t @ ) () ene(—nr).
neQ,n>0
e Ensuite, on applique la prop. [17.2] &

s=k+1, f=Ff, g:FZE/I;;Q_j), avec Y = W1 L.
o On a

L(fas): ( Z %)L]S[(ﬁr@)ﬂas)

nEZ[%]’jr
n a o-1 2 k+1
:( Z nsﬁ(kfl)fj))H(l_ [Z*(E) + (Z)?%(Z)Z )~
nez[ L)% £¢s

qui se factorise sous la forme voulue, avec a, = n* ™~ ¢(ng) si n € Z[$]%.
¢ On déduit de la prop. [16.3] I'identité

L(g,s) = e(m)M*~*0¢(s) L (x5 — (k +1 - ),
avec

c(n) =1+ (=1 Or(=1)n(~1) = ar,c(9X 7).

qui fournit une factorisation sous la forme voulue, avec 81 = 1 et Byo = x(£)0FH177,
et by = c(n)MI=F1 sine FNNZ[5]%.
<o En utilisant les identités

(Fea—ey)® (rea—ey)® _ Nk+1, k+2 dzAd
( (612/\621)j d?) A ((el/fez)i*j dT) - (_22) Y y2 y’
() _ _G=D! @(Gk+1) —(=20)* T (k) k!
Eyy = o Bl R CT L

on en tire, grace a la prop.[I7.2]
(@1, ®a) = ghn(—1)A(m) (2im) M1 (—2im) T UL mH NIFID(f g,k + 1)

(=2in)7 (Zim)k+T

=~k DM D(f, g, k + 1)

(2im)7
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e Par ailleurs, les factorisations de L(f,s) et L(g, s) ci-dessus nous donnent :
D(f,g,8) = e())M? ¥ L(fg, 5) LU(fr @) @ 7 0m, 5 — (k41— ),
ce que l'on peut réécrire, en utilisant les relations
fr®@@r = [X, L(f4,5) = LW @6, 5= (h+1-j)) = 2im) L @6X 7, 5= (k+1)),
sous la forme
D(f,g,5) = (2im)c(n) M/ " Lol @ ¢ X7 s — (k+ 1)L fr s = (k+1 - j)).
On en tire
(@1, ®2) = n(=D)e(mA(m)k!(j — M FL(px )Ll @ ¢X 7, 0).
Le résultat s’en déduit en utilisant identité (—1)7n(—1)c(n) = ax00(dX 7) et la
prop. [17.1]; le k! disparait car on utilise % (qui correspond & X7 dans le

modele de Kirillov de 73'¢) au lieu de (e(;fe);j. O

17.2. Factorisation du systéme de Beilinson-Kato

17.2.1. Les fonctionnelles zﬁ’igi(mét(w)) et z° (g (T)).— Soit 7 une représentation

de G(AI*®l), cohomologique, IT,-compatible, de poids (k+ 2,7+ 1) avec 0 < j < k.
o L’élément z° (1 ()).— On note
() i= mE (1) (1) = mat (7 @ | [3?)
la duale de Tate de me (7). On a aussi

() & pfe @ €, = pp, @y

Comme m(7 ® | |5%)* = m(7r) ® (5", on dispose de

2° (e (1)) € e (7)* © H' (Gq,s,me(m)) = m(m) @ (5" @ H'(Gq,s,ma(T))

o L’¢élément zﬁ’;’g(mét (m)).— On a une application naturelle

H'(Gq.s, H'(Ilg 4, Mes(G(Qs), Qy(2))) — H'(Gaq.s, H' (G, Mesy)s(2))

En effet, Hl(H'QS,MeS(G(QS),Qp)) = H'(Ilg g, Mes(G(Zs),Qp)) par le lemme
de Shapiro et le membre de droite s’injecte dans Hl(Ha7 Mes(G(Zs),Qp)) par
inflation. Comme HG est le complété profini de T'(1) qui est presque libre, on a
Hl(Ha, Mes(G(Zs),Qp)) = H'(I'(1),Mes(G(Zs),Q,)), et ce dernier groupe est
isomorphe & H'(G,Mesq,)s par le lemme de Shapiro.
On note encore
zisio € H' (Gq,s, H' (G, Mes)s(2))
I'image de zf(’;:t’g € HY(Gq.s,H' (I ,,Mes(G(Qs), Q,(2))) par lapplication ci-

Q,s’
dessus. Maintenant, H*(G,Mesr)s(2) est le dual de Tate H!(G,%.)s. On dispose
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d’injections naturelles (cf. n°[14.3.3] du moins si la restriction me(m), de mei(m) &
Gq, n’est pas somme de deux caractéres, cf. rem.(14.14)) :

m(m) © v @ n§—me () © vl @ s (m, () < Q(r) © HL(G. €1)s.
Par dualité, cela fournit une fleche Gq s x G(Q,)-équivariante
trs + Q(m) ® HY(G, Mesy)s(2) — e () @ IT5 (m, (7)),
On note
Zicaio (6t (7)) € H(Gqs, e (1) @ T (m (7)) = H (G, e (7)) @ T (mZ ()
Pimage, par ¢} g, de 7250 € HY(Gq.s, H'(G,Mes)s(2)).
17.2.2. La fonctionnelle (0, oo)7T <

e Les opérateurs Bf;d, B, Afr% et Aso.— Soient B}?d et By les opérateurs

Bt = (-GG - (D) et Bo=30+(3)™).
Les opérateurs adjoints (B A)* et BX s obtlennent en inversant les matrices qui

interviennent. Comme (0 d91 )=(d9)(d 3) et comme (¢ ) agit par multiplication

par wya (d) = di =270, (d), on a

(B = (6~ (5 D 2 @ (), B = 30+ (1))
Enfin, soient A,CT’V% et A les opérateurs
ed _ (2 (gt 2 5N (d)d2i k(O _ -
Ay = (= (% D) —a @7 (T 1)) A =301+ (5'1)s)
e Les fonctionnelles (0,00)r s et (0,00);’%.— La restriction de (0,00) & m(7) ®
e IIs(m (m)) fournit
(0,00)7,5 € m(m)* @ I (mg ()
On note (0, oo);‘g la fonctionnelle
(0,00)2% = Boo By % (0,00) .5
sur m(m) @ ILg(m% (7)). Par définition,

{(0,00)7%,7 ® ¢) = ((0,00),7 ® (BL(By")* » (v}l @ 9))).

o0, s 5
ol fixe v],r [, siu€Z* ona

Comme (¢ (1))]
B (Byh)* » (vl ® ¢) = o)l @ (A AR % 9)

(17.5) <(0,OO);’%77®¢> = <(0700)7T,Sa'7® (A ACd b))
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17.2.3. Factorisation en un point classique. — Remarquons que
m(7) @ ¢ = me(7) ® (g = m (m) (1) @ (= ey (7).

Théoréeme 17.6. — On suppose que LISU(f*, ) # 0. Alors, pour tous v € m()
et ¥ € m(%), on a Uidentité suivante dans H'(Gq,s, e (7)) @ ITE(mE, (1)),
(57778 © CB) - Ziao (ea(m)) = (2% (e (1)), 5 © GB) © ((0,00) 75, 7)-
Démonstration. — On va démontrer le résultat dans le cas ot me (), est irréduc-
tible. Le cas général s’en déduit par prolongement analytique, cf. (ii) de la rem.[17.11

(e3)*

On fait les calculs dans le modéle de Kirillov de ngg dans lequel ¢ ® RI(cT AcE

vient ¢X .

o L’hypothése d’irréductibilité de me(m), implique que le sous-espace de ﬂ;lg
des X 7, pour ¢ € LC,( ;,Q(upm))zz, est dense dans II,(m? (7)) : en effet, il
est stable par B(Q,) et IL,(m} (7)) est topologiquement irréductible comme B(Q,)-
module (cf. [I3], cor.11.2.9 et [12], cor.IV.5.6).

e L’hypothese LISI(f* j) # 0 implique, d’aprés [42], que H'(Gq.s,me(T)) est
de dimension 1 et s’injecte dans H'(Gq,,me(m)). Ce dernier espace est le dual de
H'(Gq,, ms (7)) qui contient exp(Lgg ). Il suffit donc de vérifier le méme énoncé en

remplagant Zi’;éZ(’ﬁ’Lét(ﬂ')) et z (e (m)) par leurs restrictions a Gq,, et il suffit alors

E de-

de vérifier 1’égalité souhaitée par accouplement avec eXp(Lng) ® ¢, avec ¢ = ppoX 7
et @9 € g.

e Par linéarité, on peut supposer de plus que ¢g € mg[n], ot  est un caractére
localement constant de Z%. Dans ce cas, on a (“5 (1))5 x¢p=n(u)uI¢siuc Z%; il en

résulte que (cf. th.[17.3 pour ar o (¢) et af;le)(qb))
(17.7) Ao O =3 aroc() b, ALY x ¢ =al%(e)¢.

e D’apres le th.[I7.3]

ex k
<Z§’§£Z(mét(ﬂ))’ eXP(LER,ﬁ) ® ¢> = <zf<’§;§, exp(ar, s(¢o) ® W»
= az (@)L (f7 )L @ 6,0).
e D’un autre coté,
((2(Me (7)), ¥ @ &) @ ((0,00)5%,7): exp(tap ») ® )
= ({((me(m)):7 @ GB)s exptgp ) ((0,00)55%, 7 @ )
o Il résulte des formules (17.5)) et (17.7) que
((0,00)7%5.7 ® ¢) = . (9) a5, () ((0,00) 5,7 © 9).

46. C’est automatique si j # % + 1 (centre de la bande critique) et si j # % (ou les facteurs
d’Euler en ¢ € S peuvent s’annuler).



180 PIERRE COLMEZ & SHANWEN WANG

En particulier, si (—1)in(—1) = —1, alors ar(¢) = 0 et les deux membres de
I'identité & vérifier sont nuls. On suppose donc (—1)7n(—1) = 1 dans ce qui suit (et
donc ar,00(¢) = 2, mais nous n’aurons pas besoin de ce fait).

Le cor. fournit (cf. formule (14.16]), la condition (—1)7n(—1) = 1 implique que
¢ = ¢1) lidentité

((0,00)r,5,7® ) = U (ML @ 6,0)

e Enfin, on déduit de la prop.|14.12] utilisée pour 7 ® | |K2 au lieu de 7 (ce qui

change j en k 4+ 2 — j), et pour ¢ = 1z et r =0, que
((2° (Mee(m)), 5 ® CB) expligr ) = (exp™ ((2% (et (1)), 7 © CB)) b )

= (2im) 70, (v @ BN )

= 2im Q () LU f7, 5)
(On obtient LISI(f*, j) grace au lien entre z° et z, cf. prop.[15.3] rem.[3.28] et note

Le passage de la deuxiéme ligne & la troisiéme utilise le lemme )
oLe lemme selon lequel Q5 (%)QF (v) = 2%(@_, Y p®&(¢p), fournit I'identité
QF (1) (2im)Q% (3) 5 am,o00(9)az 5 (0) = 2007771 )B @ () A7) 5 am 00 ()05, ()
= (37,7 )B @ CB)ay(9)

Ceci permet de conclure. O
Corollaire 17.8. — Si ¢ € mg[n)], et si 0 <L <k, alors

e* 4 E* k—2¢ c o % =
(Zrier explan,5(6)) @ iz )a = a2 (0X ) LIN(fr, LW @ 6X7,0),

Démonstration. — Cela résulte de la formule (|14.16]) pour <(O, 00), 7®vl,s[ ®¢X€_j>.
O

17.2.4. Factorisation en famille. — Soit T” la localisée de T(Np>°) correspondant &
p5(2), et 2 = Spec(T"). L’application p — p®@(det p) % induit des isomorphismes
=2 et TV 2T, ce qui permet de voir tous les objets attachés & pp = pF(2)
comme des T-modules. On note H![p%(2)]s C HL[p5(2)] le sous-G(Qg)-module cor-
respondant & p%.(1) @ v]1§[ ®7 Hg(pr(—1)) dans la factorisation du th.m On
note
(0.00)77,5. (0,00)3"5 € pr(=1) 1 5 (pr(~1))
les restrictions de (0,00) et (BooBy?* (0,00)) & p§(1) @ U]TS[ @7 g(pr(—1)).
Par dualité, la factorisation fournit une fléche

HY(G,Mest)s(2) = (p7(1) @1 s (pr(=1)))*(1) = pr @r W5(pr(-1))
qui est Gq,s x G(Qg)-équivariante. On note

225 (pr) € HY(Ga,s, pr @7 W(pr(—1))) 2 HY(Gq.s, pr) @1 IE(pr(—1))



FACTORISATION DU SYSTEME DE BEILINSON-KATO 181

I'image de z>¢
g Kato*

Rappelons (cf. rem. que 'on a défini
2°(pr) € Fr(T) @1 (p @1 H'(Gq,s, pr))
Lemme 17.9. — Pour tous ¥ € pr, v € p5(1) et v € ITE(pr(—1))°, on a
((57:7%) @ G) (icsiopr), v) = ((0,00) 5,y © 0) (2% (pr), 7)-

Démonstration. — Les deux membres appartiennent a Fr(T) @7 H'(Gq.s, pr), qui
est un Fr(T)-module de rang 1. Si x € 2°°"* n’est pas un pole, on peut tout réduire
modulo p,. Si p, = 7het (), ot T est cohomologique, alors
. ’Y( ) € M (m)" ® (B = met(7),
() € 1 (m) = (Qp @ m(7)) ® (3,
o v(x) € Ilg(m% (7)) car v(x) est 'image de v par
(I 1)

5(pr(=1)),T) = Homy (I5(pr(=1)), T/p2) = Hom(Il5(pr (=1)), L)[p.]
= s (pr(=1))[pa] = s (mg (7).

HomT

S,c,d T S,c,d ~
e (pr) se spécialise en zy o (e (),
c,d c,d
® (0,00)7 g se spécialise en (0,00)7 .
D’aprés le th.- la différence des deux membres est donc nulle en tout 2 € 2+,
de poids (k+2,j+1) avec 1 < j < k+1, mais j # %—l—l, % (cf. note, et qui n’est
pas un pole de z%(pr). Comme ces points sont zariski-denses dans 2, cela prouve

que la différence est nulle. O

e Z

Théoréme 17.10. — (i) ZS(pT) S ,0% QT Hl(GQﬂ,pT).

(i) Si x est un point classique z, et si z(p,) est Uélément de Kato du n°[1{.3.4} la
spécialisation de z°(pr) en = est (ngs\{p} Py(1)) z(ps), ot Py est le polynome de la
rem.la. 28

Démonstration. — Compte-tenu du lemme m il suffit, pour démontrer le (i), de
prouver que, si x € 27, on peut trouver v, 7, ¢, d tels que {((0, oo)%fi’S, Y®wv) ne s’annule
pas en x. Dans le cas contraire, on a

<(07oo),'y® ((B;’d)* *U)> =0, avec B;’d = (012, — (5 ?))(di — ((1) 2)),

pour tous v € p, et v € Ilg(p,) et ¢,d € Z*. Comme p # 2, le groupe Zy est

procyclique ; prenons donc ¢ € Zy C Z* un générateur de Zy et d = ¢~ 1. Alors

(By™)* % (®Reesve) = ( ®@pesnipy ve) ® (BSD)* % vy).

Maintenant, si p, , est irréductible ou, plus généralement, si p,, n’a pas de quotient
non nul sur lequel inertie agit par €, ou par €% det p, ,, le sous-espace engendré
par les (Bg®)* % v, est dense dans II,(p,) (cf. 1emme. On en déduit que (0, 00)
est identiquement nul sur Ig(pZ), ce qui contredit le théoréme d’Ash-Stevens [2]
(pour les coefficients constants) dont une conséquence est qu'un sous-espace fermé de
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H(G,%L)s, qui est stable par G(Qg) (en fait, G(Zg) suffit) et tué par (0,00), est
nul.

Il s’ensuit que les poles éventuels de z°(pr) sont de codimension au moins 2 (la
condition que p, , est non irréductible implique que x est dans le lieu ordinaire de 27,
qui est de codimension 1; la condition que 'un des caractéres soit comme ci-dessus
est de codimension 1 dans le lieu ordinaire car une des dimensions du lieu ordinaire
est la torsion par un caractére). Comme 2 est fini et plat au-dessus d’une boule|*”)]
de dimension 3, il en résulte que z°(pr) n’a pas de pole.

Ceci prouve le (i). Le (ii) est alors une conséquence du th.[I7.6] O

Remarque 17.11. — (i) Il résulte du lemme m que la projection naturelle
pr(—1)@7p% — T " induit une factorisation dans 1% (pr(—1))@r H (Gq.s, pr) :

S,c,d - ,d
ZK;to (pT) ® CB P = (07 Oo);’,S ® ZS (pT)

(ii) Une spécialisation de la factorisation du (i) en un point classique général x
permet de terminer la preuve du th.[17.6| (qui n’avait été faite que sous 'hypotheése
T € 2.

(iii) On peut diviser zi’;’g (pr) par le facteur Bf;d que l'on avait dt introduire pour
rendre Zkato entier (cf. n°[16.2.3)). En effet, si on pose

Ziato(pT) = (BOO * (O? OO)T’,S') & ZS(PT) ® CB;
alors, dans IT% (pr(—1))®@r H' (Gq,s, pr), on a la relation zf;’;’g(pT) = Bg’d*zf{am(pT)
grace a la relation (0, oo)%,%s = Bo% x (Boo * (0,00)77,5) et au (i).

(iv) Posons, comme dans la rem.[15.32]
S semi (S
zKato(A ® pT) =0 (zKato(pT))'
On a une factorisation de z%,, (A ® pr) analogue a la factorisation ci-dessus avec
z7 (pr) au lieu de z°(pr). Or la localisation en p de 2z (pr) s’identifie par construc-

tion, modulo les identifications habituelles, a (0,00)r,s. La factorisation ci-dessus
devient donc

10y (ZRat0 (A ® p1)) = Boo % ((0,00)77,5 @ (0,00)1.5),

formule que l'on peut voir comme un avatar algébrique du produit de Rankin. (Le
(_01 ?) ¢ intervenant dans By agit sur les deux facteurs : pour que les périodes se
combinent pour donner des nombres algébriques, il faut que les deux fonctions soient
paires ou soient impaires.)

Index
o, AE, ar, Fihr, A A+ AT+ A-,

47. C’est un sous-produit des théorémes « big R = big T », cf. [6] th.3.1] et [27, §7.3] pour
Pextension des méthodes de [6].
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